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Presentacion

El presente libro ha sido creado con la finalidad de proporcionar una
guia comprensible y accesible para aquellos estudiantes que desean
adentrarse en el mundo de las matematicas, con el objetivo de facilitar
la comprensién de los conceptos fundamentales en algebra, calculo di-
ferencial y calculo integral.

La propuesta de este trabajo es presentar los conceptos fundamentales
acompafiados de una serie de problemas que van desde problemas faciles
y cortos a aquellos que son mas complejos, largos y requieren el uso de
varias propiedades.

Autor
Eduardo Paulino Herndndez Aguilar

Redactor
Ulysses Fernando Sdntiz Garcia






Capitulo 1

Algebra
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Leyes de los exponentes
La potenciacion consiste en la multiplicacién de un nimero por si mismo
varias veces, representandose como: x"

Donde x es llamado “base” (niumero que se multiplicara por si mis-
mo) y n es el “exponente” (indica las veces que la base se multiplica
por si mismo).
52=75":5= 25| Labase “5” se multiplica por si mismo 2 veces
93=9-9:9 =729 | Labase “9” se multiplica por si mismo 3 veces
25=12-2-2-2+2 =132 Labase “2” se multiplica por si mismo 5 veces
X'=xx"X"X"X"'X"X | La base “x” se multiplica por si mismo 7 veces

10" =10-10-10...- 10 | La base “10” se multiplica por si mismo 1 veces

Las propiedades de la potenciacion o leyes de los exponentes son los
siguientes:

1) Potencia con exponente O

Toda base elevada a 0 es igual a 1

a’®=1

1°=1 59=1 y°=1 e®=1
30=1 XO= b0=1 n0=1

0° = indeterminado
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2) Potencia con exponente 1

Toda base elevada a es igual a la base misma

a'=a
1t=1 5!=5 nt=n el=e
—-8'=-8 10' =10 —b'=-b T =1
a) Base negativa
—22=(=2--2)=4 La base es solamente “—2”; el signo “—" no se

ve afectado.

92y 9N\ — La base es “(—2)”; el signo “—* también se ve
(=29=(D(=2)=4 afectado; note el uso de paréntesis.

—53=—(5-5-5) = —125 —3%= —(1) = -1

(=5)° = (=5)(=5)(=5) =-125 (-3)°=1
b) Fraccion elevada a un exponente

Para calcular la potencia de una fraccion, tanto el numerador como el
denominador se elevan a dicho exponente
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A e o o« 5\ 50 1 "
G =%=5 B&-=z=% B -7-1-
3) Exponente negativo

Un numero elevado a una potencia negativa es igual a 1 dividido entre
el nimero elevado a la misma potencia, pero positiva.

|

a —a—n
SIS U S T |
32" 9 (-3~ 64
1 1
el
X = g2 64

a) Exponente negativo en el denominador

Si el denominador de una fraccién se encuentra elevado a un exponente
negativo, este puede pasar al numerador elevado al mismo exponente,
pero positivo
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I 1
F: 52 = 25 _3_3=_3T3=_33:_27
1
I = (=74 =
=t T I

Multiplicar por el numerador si este es distinto de 1

3 2
5 =34=316=48

7
x5

=——=—7x°

x5

5
(=31

2 3
c=3=2"5% =2-125 = 250

b) Exponente negativo en el numerador

Multiplicar por el denominador si este es distinto de 1

=5.(=3)3=5+-27 = -135
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272 1 1 72 1 1 1
-0 8-5 40 3

1
23-5 8-5 40 72:3 49-3 147

c) Fraccion elevada a un exponente negativo

Una potencia fraccionaria de exponente negativo es igual a la inversa de
la fraccién (numerador y denominador intercambian posicién) elevada
al mismo exponente, pero positivo.

1
a_n_a—n_ﬁ_ n_ bn
(E) “pmT 1 T gn (E)
g
(2)—2_(2)2_22 8 5l N 52_52_25_27
3 2) 224 “4 (5) ‘(3) T332 9 79
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Al distribuir el exponente, si el signo del numerador o denominador es
negativo, el signo negativo sera parte de la base y, por tanto, sera afec-
tado por el exponente.

-3

(3)'3_(—3) _(7)3_ 7% 343 343
7/ " \7) T\=3) T3 -277 27

O bien
(_E)'g _ (i)'g _ (—_7)3 _ 7% 343 343
7 =7 3 (38~ 27 27
Recuerda
a —da a
b b b

4) Potencia con exponente fraccionario

Una potencia de exponente fraccionario se puede transformar en una
raiz cuyo:

= [ndice es el denominador.

» Radicando es la base elevada al numerador.

= "Var

3|3

a

=
wina
w

X

= 2[5t e3 = e? 5= {55 Y128

(~10)7 = V(~10)2 = V100 (;)é = :/6 = \E = Eﬁ: %
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a) Raiz a potencia con exponente fraccionario

Una propiedad muy importante, para pasar de una raiz a una potencia:
» El indice de la raiz se vuelve el denominador; si no aparece, se so-

breentiende que es 2.
» El exponente que acompafia al radicando se vuelve el numerador; si

no aparece, se sobreentiende que es 1.

it L3
anzam

=
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=
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w
=
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<
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m
153
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m
==
Nll-*
L+
B
~J]
Il
=
W2l

b) Exponente fraccionario negativo

Es la combinacién de la propiedad del exponente negativo y de la pro-
piedad del exponente fraccionario

n 1 1
R N

2
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c¢) Exponente fraccionario negativo (casos)

Exponente fraccionario negativo en el numerador. Denominador dife-
rente de 1.

_n
am ) 1
= n = .My
b am-h °*Na
1 _2
¥z L 1 3% 4 1 _ 1
W_W.xé_w-\/?c 5_5.3§_5-'°§./3_2_5-3\@

Exponente fraccionario negativo en el denominador.

1 no
—m = am= van
a m
T 1 1 3 1 2
—=22=V2 S=x5=Yx3 S=43=42=V16
22 x 5 473

Exponente fraccionario negativo en el denominador - Numerador dife-
rente de 1.
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5) Multiplicacion de potencias con la misma base

El producto de potencias con base idéntica es igual a una potencia de
igual base, elevada a la suma de los exponentes.

a’ a*=(a-a)-(a-a-a-a)=a’|Labase “a” se repite 6 veces

23_25:23+5:28

1
210 =2 o= 1OH(=2) =102 — o —12 —
x12
2 1 2.1 4.3 7
3 5 =+5 —+= = 6
w3-w2=w32=wé66=wé=yw =w-Jw

50 3 47

3 3
510.575 — 5“”(‘3) =BT = EE = L5 = 897 e2
10*-10°-10%- 107 = 104*°*5%7 = 10?5
6445 = (4)%-4° =43"5 =48

a) Multiplicacién de potencias con el mismo exponente

a’-b"=(a-b)"
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a"-b"-c"=(a-b-c)"

35V =(3-5)"=15" x10.310.(

6) Division de potencias con la misma base

22.52.72=(2-5-

T

D'~

10

7)? = 702
10 3xm\ 10
2 =(F

La division de potencias de igual base es igual a la misma base cuyo

exponente es la resta de los exponentes.

o _wwmwaa_

SEEUTT

5
2_3: 25—3 = 22
4x7
x—z = 4x7_2 = 4x5
5
p _ B 1
—= = pS 10 — P . —
p p
3
QT — S3—(—6) —_ S3+6 — SG
61?2

6
— =6rt3 =6rt=—
T r

a=at
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wé  wt? y3 1
5w’ 5 5  5w3
1
93 91_3 9i_£ 9_L 1 1
—_— =443 5 = 15 15 = 15 = —— =
2 1 15
95 915 el
4

625 _ (5) _e2

c2 52

a) Division de potencias con la misma base (resta en el denominador)

Una manera de acortar el procedimiento cuando el exponente del deno-
minador es mas grande que el del numerador.

a”_ 1

am am_n

Forma convencional: al exponente del
253 numerador se le resta el del denomina-
— =2x37° =2x"?2 = — dor; note que tras la resta se aplica la

propiedad del exponente negativo.

En esta otra forma, al exponente del
denominador se le resta el del numera-
= — dor; note que en el numerador se queda
el coeficiente que acompanaba a la base
de la potencia.
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7) Potencia de una potencia

La potencia de una potencia es otra potencia con la misma base y cuyo
exponente es el producto de los exponentes

(an)m - an~m

8
(42)5 = 425 = 410 (5%) = 5%‘8 = 5% = 54
5
(37)-2 =373 = 3-21 = L (1)2 = (1)10 _1
321 2 2 210
ng o111
(33) = ¢33 = 9 = \/E

a) Propiedad distributiva de una potencia

La potencia se distribuye a cada término dentro del paréntesis, posterior-
mente, se pueden aplicar otras propiedades (principalmente la propiedad
de una potencia a otra potencia). Esta propiedad se usa cuando los tér-
minos dentro del paréntesis estan elevados a otro exponente

bn

(xa . yb)n = xan. y

(53 . 211)6 — (53)6 . (211)6 — 518 . 266

13,"2 1\, "2 2 1 g V72
33.77% = (33) 2. 5 :'_6'_:—'-, . —
(5 7 5) =(3%) (7 ) 3 75 36 7% 36
1 22?
(2—4 . 8)9 = (2—4)9, (8)9 = 2-36,99 — ﬁ (23)9 = ﬁ = 227-36 = 72-9 = ﬁ
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Productos notables

Los productos son polinomios que se obtienen de la multiplicacién entre
dos o mas polinomios que poseen caracteristicas especiales o expresiones
particulares, lo que hace que el resultado pueda ser escrito sin necesidad
de efectuar la multiplicacion.

Binomio al cuadrado — Cuadrado de una suma

Segundo término

Primer término l Suma Suma

| | |
(a + b)?= a®+ 2ab + b?
! I I '

Suma Primer termino al El doble del Segundo terming
cuadrado primer terming al cuadrado
por el segundo

x+3)2=x*4+2x)3)+3%2=x2+6x+9

Si algtin término es acompafiado de un coeficiente, tanto el coeficiente
como la variable deben elevarse al cuadrado (propiedad distributiva de
la potencia).

(x +4w)? = x2 + 2(x)(4w) + (4w)? = x? + 8xw + 16w?

Si ambos términos poseen coeficiente, en el segundo término estos se
multiplicaran con el 2 y las variables quedaran tal cual.

(5x + 3y)? = (5x)% + 2(5x)(3y) + (3y)? = 25x? + 30xy + 9y?

Los coeficientes se multiplican con el 2

Ademas, si algin término posee una variable elevada a un exponente,
deberd efectuarse la propiedad de una potencia elevada a otra potencia
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(2t% +8n)% = (2t3)? + 2(2t3)(8n) + (8n)% = 4t° + 32nt> + 64n?

T

L 22(53)2 3 453-2

(6y% + 5z*)% = (6¥?)* + 2(6y*)(52") + (52")% = 36y* + 60y?z* + 2528

Binomio al cuadrado — Cuadrado de una diferencia

Segundo término

Primer término \ Resta Suma
Resta ] l I
Primer termino al El doble del Segundo terming
cuadrado primer terming al cuadrado

por el segundo

Forma desarrollada

(a-b)¥=(a—-b)a—b)=a?—-ab—ab+b?=a?—-2ab+b?
(5—x)2=52-2(5)(x) + x? =25 —10x + x?

(3x —2)? = (3x)2 — 2(3x)(z) + z% = 9x% — 6xz + z°
(2r* —3s2)? = (2rY)? — 2(2r*)(3s?) + (3s2)? = 4r® — 12r%s? + 9s*

Diferencia de cuadrados

Dos binomios que comparten los mismos

términos pero diferente signo Términos al cuadrado

(a + b)(a—b) = a? — b?
T F i

Suma Resta Resta
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Forma desarrollada
(a + b)(a—b) = a? — ab+ab — b? = a® — b?
x+E-—y)=x2-y?

Br2+w)Bri=w) = (3r2)2 —w? = 9r* —w?

(1023 + 4a®)(102> — 4a®) = (1023)? — (4a®)? = 1002° — 16a’?

Propiedad distributiva

x(a+b) =xa+ xb

La propiedad distributiva consiste en que la multiplicacion de un nimero
por una expresion es igual a la suma y/o resta de las multiplicaciones de
dicho numero por cada uno de los términos de la expresion.

x(3+2) =3x+ 2x = 5x

w(5 —y) = 5w —wy

iNote como se van complicando los ejemplos cada vez mas!
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v(5x + 2) = 5xy + 2y

z(9t — 72) = 9tz — 72*

2n(5a? +9b3) = 10a’n + 18b°n
t?(2¢ — 10t) = 2ct?® — 10t3
-3(2a™ + b™) = —6a™ — 3b™
—r(—2s + 6t) = 257 — 6tr

—4y*(10f3 — 3g° + 7h? — 3y®) = —40f3y* + 12g°y* — 28h?y* + 12932

Término comun

Ambos términos positivos

La suma de los términos
s " Término comiin no comunes por el El producto de los
[_ Trmigo comin al cuadrado término comdn términos no comunes

! | | | |
(x + a)(x + b) = x?> + x(a + b) + (ab)

(x+3)x+5 =x>+x(3+5)+3)5)=x*+8x+15

+2)y+7D =y +y2+7D+@2)(7)=y>+9y + 14

Ambos términos negativos

(x —a)(x —b) =x? —x(a+ b) + (ab)
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(x—=10)(x -7 =x2—x(10+7) + (10)(7) =x2 —17x + 70

(z=-2)(z-5)=2z2—2z(2+5)+(2)(5) =z —7x + 10

Un término positivo y otro negativo

Para este caso no existe una féormula como tal; lo que podemos notar en
este tipo de situaciones es que el segundo término llevara el signo del

nlimero mas grande.
El tercer término siempre sera negativo.

(x+8)(x—4)=x?>+x(+8—4) — (8)(4) = x? + 4x — 32
x+6)(x—D=x2+x(6-9)—(6)(9) =x* +x(-3)—54=x% - 3x—54
x=3x+N=x24+x(=3+7D-0CB)ND =x*+4x-21

(x —12)(x +4) = 22 + x(—12 + 4) — (12)(4) = x? + x(—8) — 48 = x? — 8x — 48

Binomio al cubo — Cubo de una suma

El triple del cuadrado del primer

Segundo término término por el segundo término Cubo del segundo término

Primer \i rming {
(a + b)? = a®+ 3a%b + 3ab? + b3

Lo |

El triple del primer término por el

Cubo del primer término
cuadrado del segundo término

(x+4)3

1. El cubo del primer término: x>
2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:

3(x)%(y) = 3x%y
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3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
3(x)(4)? =3x(16) = 48x

4. El cubo del segundo término: 43 = 64
5.-Juntar partes

El valor de la x decrece

(x+4)° =x°+12x%2 + 48x + 64

(x+y)?

1. El cubo del primer término: x°
2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:

3()%(y) = 3x%y
3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:

3(x)(¥)? =3xy?

4. El cubo del segundo término: y?
5. Juntar partes

(x+y)® =x3+3x%y + 3xy? +y°

El valor de la x decrece

-

(x+v)3 =x3y° + 3x%y! + 3xty? + x%3

»

El valor de la y aumenta

(2w + 52)3

1. El cubo del primer término: (2w)* = 23w*® = 8w?* Note el uso de
la propiedad distributiva de un exponente

2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:
3(2w)2(52) =15z(4w?) = 60w?z

3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
3(2w)(52)% =6w(2522%) = 150wz?
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4. El cubo del segundo término: (5z)% = 12523
5. Juntar partes

(2w + 52)3 = 8w3 + 60w?z + 150wz3 + 12523

(3t? + 7s3)3

1. El cubo del primer término: (3t%)3 = 23(t?)?® = 8t*? = 8t® Note
el uso de la propiedad distributiva de un exponente y de la potencia
de una potencia

2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:
3(3t2)%(7s%) =215%(9t?) = 189t*s°

3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:

3(3t2)(7s3%)? =9t2(49s°) = 441¢t%s®

4. El cubo del segundo término: (7s3)3 = 343s°

. Juntar partes

(3t2 + 75%)3 = 8t6 + 189¢t*s3 + 441255 + 3435°

Ul

El valor de la t decrece en 2

(3t% + 7s%)3 = 8t6s° + 189t4s3 + 441t2s® + 343t5°

El valor de la s aumenta en 3

Binomio al cubo — Cubo de una diferencia
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El triple del cuadrado del primer
Segundo término término por el segundo término Cubo del segundo térming
Primer término [

|
(a — b)® = a® — 3a®b + 3ab? — b3
I

Suma ‘

Cube del primer término El triple del primer término por el
cuadrado del segundo término

(5 —w)?

1. El cubo del primer término: 5% = 125

2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:
3(5)%?(w) =3w(25) = 75w

3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
3(5)(w)? =15w?

4. El cubo del segundo término: w?

5. Juntar partes y asignar signos
(5 —-w)3 =125— 75w + 15w? — w3

>
El valor de la w aumenta

(4a — 3b)3

1. El cubo del primer término: (4a)® = 43a® = 64a® Note el uso de
la propiedad distributiva de un exponente

2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:
3(4a)?(3b) =9b(16a?) = 144ab

3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
3(4a)(3b)? =12a(9h?) = 108ab?

4. El cubo del segundo término: (3b)® = 27b°

5. Juntar partes y asignar signos
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(4a — 3b)3 = 64a>® — 144a?b + 108ab? — 27b3

El valor de la variable del primer término decrece

(4a — 3b)3 = 64a°b° — 144a*b* + 108a'b? — 27a°b3

|2

El valor de la variable del segundo término aumenta

(2x2y3 _ 5x3y2)3

1. El cubo del primer término: (2x%y3)* = 23(x?)*(¥*)* = 8x®y°Note
el uso de la propiedad distributiva de un exponente y de la potencia
de una potencia

2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:
3(2x2y3)2(5x3y?) = 15x3y?(4x*y®) = 60x3+*y2*6 = 60x7y®
Note el uso de la propiedad al multiplicar potencias de la misma base

3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
3(2x%y®)(5xy?)? = 6x2y>(25x°y*) = 150x**6y>** = 150x°y’

4.-El cubo del segundo término: (5x3y2)3 = 125x9y6

5. Juntar partes y asignar signos
(2x2y3 — 5x3y?)3 = 8x%y® — 60x7y® + 150x8y7 — 125x°y®
Los exponentes crecen (x) y decrecen (y) de manera secuencial (de
uno en uno)

(3n*m® — 4t2s3)3

1. El cubo del primer término: (3n*m®)? = 3*(n*)3(m%)? = 27n'2m'°
Note el uso de la propiedad distributiva de un exponente y de la po-
tencia de una potencia

2. El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:

3(3n*m>)%(4t%s3) = 12t%253(9n®m1%) = 108n8m!0t2s3

3. El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
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3(3n*m>)(4t%s%)? = In*m5(16t*s®) = 144n*m°t*s®

4. El cubo del segundo término: (4t%s3)3 = 64t°s?

5. Juntar partes y asignar signos
(B3n*m® — 4t%53)3 = 27n%m!® — 108n®m'°t%s? 4+ 144n*m°t*s® — 64t°s°

Los exponentes crecen y decrecen de manera secuencial
Trinomio al cuadrado

Segundo término
F Cuadrado de cada término £l doble del primer
Tercer término l 1 I térming por e tercero

| b 1
(a+b+c)*=a®+b* +c® + 2ab + 2ac + z?c

El dotsle del primer El doble del segundo
término por el segundo terming por el tercero

Primer término

Este producto notable se caracteriza por combinar los términos de 2 en 2

(x+y+2)?>=x2+y>+224+2xy+2xz+ 2yz

Combinaciones:

XY, Xz, Yz
(2w + 3k + 7u)?
1. Elevar cada término al cuadrado:
(2w)? = 4w? (3k)* = 9k* (7u)? = 49u*
2. Combinar los términos:
(2w)(3k) (2w)(7u) (3k)(7w)

3. Multiplicar cada pareja de términos:
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(w)(3k) = 6kw 2w)(7w) = 14uw (3k) (7w) = 21ku
4. Multiplicar cada resultado obtenido por dos:

2(6kw) = 12kw 2(14uw) = 28uw 2(21ku) = 42ku
5. Juntar partes

(2w + 3k + 7u)? = 4w? + 9k? + 49u? + 12kw + 28uw + 42ku

(5x% + 10y3 + 8z*)?

1. Elevar cada término al cuadrado:

(5x%) = 25« (10¥%)? = 100y° (8z1)?% = 6428
2. Combinar los términos:

(5x*)(10y*) (5x?)(8z%) (10y*)(82*)
3. Multiplicar cada pareja de términos:

(5x2)(10y3) = 50x2y® (5x2)(8z*%) = 40x2z* (10y*)(8z*) = 80y3z*
4. Multiplicar cada resultado obtenido por dos:

2(50x%y®) = 100x%y? 2(40x%z*) = 80x%z* 2(80y%z*) = 160y3z*

5. Juntar partes

(5x% 4+ 10y3 + 8z%)% = 25x* + 100y® + 642% + 100x%y® + 80x?2z* + 160y°z*
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Trinomio al cubo

Cubo de cada término
P —— P [P —
,,,,,, orel 2ot et s g weres o at
l weren vhemin £oe sl smeras e Cuntracta o8 e e

' . ' ' +
c‘:' +b+c)=a®+b3+c* +3a%b + 3ac + 3ab? + 3b%c + 3ac? + 3bc? + 6abc
]
r 1 1 1
Segundo térming El irpie del prosdecto del Birghe oln';---- 11 trgte el primes thrmeno Sels veces el products

vt del proves e D e SA R [RENTAA—— e I 3 términe: 5
v e segunes 2w sz [

Primor térming  Tedcer téeming l

Este producto notable es mas complejo que el anterior, puesto que tene-
mos que combinar los términos al cuadrado con los originales.

(2a + 4b + 6¢)

1. Elevar cada término al cubo:

(2a)® = 8a* (4b)3 = 64b* (6¢)% = 216¢3

2. Elevar cada término al cuadrado:

(2a)? = 4a? (4b)? = 16b2 (6¢)? = 36¢

3. Combinar los términos al cuadrado con los términos originales, un
término al cuadrado y otro sin elevar, sin repetir variables:

(4a?)(4b) (16b%)(2a) (36¢*)(2a)

(4a*)(6¢) (16b2)(6¢) (36¢2)(4b)

4. Multiplicar cada pareja:

(4a*)(4b) = 16a*b (16b%)(2a) = 32ab* (36¢?)(2a) = 72ac?

(4a2)(6c) = 24a’c (16b%)(6¢) = 96b%c (36¢2)(4b) = 144bc?

5. Multiplicar cada resultado obtenido por dos:
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2(16a’b) = 32a%b 2(32ab?) = 64ab? 2(72ac?) = 144ac’
2(24a’c) = 48a’c 2(96b%c) = 192b%c 2(144bc*) = 288bc*
6. Multiplicar los tres términos originales

(2a)(4b)(6c) = 48abc

7. Multiplicar el resultado obtenido por 6

6(48abc) = 288abc

8. Juntar todas las partes

(2a + 4b + 6¢)% = 8a® + 64b° + 216¢* + 32a%b + 48ac? + 64ab® + 192b%c + 144ac® + 288bc? + 288abc

Binomio de Newton

n

@+ b= (7)a kbt = (g) a+(7) @b+ () a2t (1 Yavrr 4 (7) b

k=0
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Factorizacion

La factorizacion consiste en la descomposicion de una expresion mate-
matica (un nimero o una suma) en forma de un producto de dos o mas
expresiones.

10=2-5 300=75-4=75-2-2=25-3:2:2=5:5-3-2-2

Factores Factores compuestos Factoves primos

Factores

Factorizaciéon por término comun - Factor comun

Consiste en hallar una expresion que se repita en cada término; podemos
considerarlo como el procedimiento inverso a la propiedad distributiva,
ya que lo que no se repite queda entre paréntesis y fuera de este la ex-
presion en comun.

ax +ay =a(x +y) 4nx — 6ny = n(4x — 6y) 3az + 3cz = 3z(a +¢)

Los coeficientes también pueden descomponerse en sus factores; el co-
eficiente de menor valor es el que suele usarse para descomponer a los
otros factores, o bien, si son multiplos de un nimero.

4t +12s =4t +4-3s = 4(t + 35)
6a—72b=6a—6-12b = 6(a — 12b)

49x + 21y =7 Tx+ 7 3y =7(7x + 3y)

Los coeficientes son maltiplos de 7

En caso de que cada término tenga una variable en comun pero elevado
a diferentes exponentes, se elige el exponente de menor grado, y este
se restara a cada exponente. La expresion elegida dejara al coeficiente
que acompafia la base, a menos que también sea un elemento en comun
se deja un 1.
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a’+10a” = a®(1 + 10a’"?) = a?(1 + 10a®)

Sx? 4+ 7x3 —2x% = x?(5+ Tx72 = 2x772) = x%3(5+ 7x3 — 2x7)

3w+ 12w = 24w = 3wS + 34w’ =3 8w = A (Wi + 4 — 8w ) = 3w (w® + 4 — Bw?)

Dos variables en comun

3nfmé —en'md® - 21ntmb = 3In*m® - 3-2n"m® -3 - 7n*tm®

Se eligen los exponentes de menor grado de cada variable, las variables
con exponentes de mayor grado y los coeficientes que no se repitan
quedan entre paréntesis. A las variables que queden dentro del parén-
tesis, se les resta el valor del exponente de menor grado de la variable
correspondiente

3nmA (M3 = 20772 — Tn*2mO=3) = 3n2m3(m° — 2n® — Tn*m?)

Factorizacion por agrupacion de términos

El proceso consiste en formar grupos o agrupar términos en cantidades
iguales (de dos en dos, o de tres en tres, etc.), para luego factorizar cada
grupo por factor comun y finalmente volver a factorizar por factor co-
mun, en donde el paréntesis que debe quedar repetido en cada grupo es
el factor comun.

4 tdrminos, faclorizamos de 2 en 2

a*+ab+ax+bx=ala+b)+x(a+b)=(a+b)(a+x) Moteespsodeunasuma

a una multiplicacién

Frimer grupe  Segunde grupo Obtenemos un nueveo facter comdn s Bl e Sommrss

guedan en otro paréntesis

Note cémo la siguiente expresion llega al mismo resultado de dos maneras
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wh+wm+bn+mn=wbh+m)+nb+m)=((hb+m)(w+n)

Reordenando términos

wh+wm+bn+mn=wb+bn+wn+mn=blw+n)+mw+n)=(w+n)b+m)

En este otro ejemplo, los términos pueden agruparse de acuerdo a si los
coeficientes son multiplos del mismo numero.

bam — 4ac — 3bm + 2bc  También pademos factorizar directamente de esta manera

Reordenando términos

6am — 3bm — 4ac + 2bc = 3-2am — 3bm —2-2ac + 2bc

Al factorizar nos podemos encontrar con el siguiente problema

¢Qué signos colocar?

3-2am—3bm—2-2ac+2bc= 3m(2a b) 2c(2a b)
¢ Qué signos colocar?

+3-2am —3bm — 2 - 2ac + 2bc = +3m(2a— b)— 2c(2a+ b)

Si colocamos los signos tal cual, no ebtenemos ningtin término
en comin (debido a los signos)

+3-2am - 3bm — 2 - 2ac + 2bc = +3m(2a— b)— 2c(2a— b)
T Obtenemos un nuevo término en comin

po—= R e

El factor comin lleva el signo del primer larmino, la operacion entre los términos no comunes llevan el signo que al multiplicar por
el signo del primer término nos da el signo del segundo término

3m(2a— b)— 2c(2a—b) = (2a — b)(3m — 2¢)

2-3 e

|

—x34+3x2+2x=-6=-x*(x-3)+2(x—3) =(x-3)}(2—2x%
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En este ejemplo, agruparemos los términos de 3 en 3

18x — 12 — 3xy + 2y + 15xz — 10z

Primero ordenaremos los términos de la manera mas conveniente en este
caso el primer, tercer y quinto término ya que contienen y sus coeficien-
tes son multiplos de 3. Los demas términos iran juntos, sus coeficientes
son multiplos de 2.

18x — 3xy + 15xz — 12+ 2y — 10z = 3x(6 — y + 52) — 2(6 — y + 52) = (6 — y + 52)(3x — 2)

Los signos siguen el mismo patrén que el ejemplo anterior, el término
comun lleva el signo del primer término, los otros dos signos son aquellos
que al multiplicar el signo del término en comun nos den el signo del
segundo y tercer signo respectivamente.

v
3:6x—3xy+3-5xz—2-64+2y—2-5z=3x(6—-y+52)—2(6—-y+5z)=(6—-y+52)(3x—2)
A

+ +

—_—= =

Factorizacion por diferencia de cuadrados

Este tipo de factorizacion es sencillo ya que se trata de una resta de so-
lamente dos términos que poseen raiz cuadrado exacta.

x%2 —4
1. Obtener la raiz cuadrada de cada término:

JxZ =x
Va =2
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2. Formar un binomio con ambas raices y multiplicarlo por su conjugado
(binomio con los mismos términos pero signo contrario:

x?—4=(x-2)(x+2)

9x* — 64

1. Obtener la raiz cuadrada de cada término:

igx,;_ _ \/6 ﬂx,]_ _ 3.17% _ 3.172 MNote el uso de la propiedad distributiva de la radicacion y de raiz a

exponente, el exponente fraccionario se simplifica en un ndmero entero

2. Formar un binomio con ambas raices y multiplicarlo por su conjugado

9x* — 64 = (3x? + 8)(3x% — 8)

81y® — 100z°

1. Obtener la raiz cuadrada de cada término:
JBTy® = VB1/y® = 9y2 = 3y*
J10026 = VI00y/Z6 = 1027 = 102°
2. Formar un binomio con ambas raices y multiplicarlo por su conjugado:

81y® — 10026 = (3y* — 102z3)(3y* + 102%)
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36k'°n* — 25t%s*?

1. Obtener la raiz cuadrada de cada término:

J36k10n% = 36,/k10\/n* = Gk%ng = 6k°n?
J25t8512 = V25./t8 /512 = St%s% = 5t*s°
2. Formar un binomio con ambas raices y multiplicarlo por su conjugado:
36k1%n* — 25t8s1? = (6k°n? + 5t*s®) (6k°n? — 5t*s%)
Factorizaciéon por suma o resta de cubos

Tener en cuenta que:

Segundo término Cuadrado de la raiz del  Cuadrado de la raiz del

Primer término [ primer término segundo término

|
a3+ b3 = (a+b)(a® - alb + b?)
[

=Hife Suma de las raices Pro;luctol de
cubicas ambas raices
3
ad=a
3 Ilb 3 = b
Segundo término Cuadrado de la raiz del  Cuadrado de la raiz del
Primarinino l primer término segundo término

a® — b3 = (a — b)(a® +aTb + b?)
| I

Resta i Producto de
Resta de las raices ambascraices

cubicas
/@ =a
Vi =0
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x3 + 27

1. Obtener la raiz cubica de cada término

Vxd = x
V27 =3

2. Formar un binomio con ambas raices, observar el signo del problema
(x+3)

3. Multiplicar ambas raices
(x)(3) = 3x

4. Elevar cada raiz al cuadrado

32=09

5. Juntar partes, acomodar términos y asignar signos conforme a la fér-
mula

x% 427 = (x +3)(x% — 3x + 9)

64f° — 8g'?

1. Obtener la raiz cubica de cada término
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9
V64fo = Veai[fo = 4f3 = 4f®

12
V8g™? = V8i/g'? = 297 =2g*

exponente, el exponente fraccionario se simplifica en un numere entero

2. Formar un binomio con ambas raices, observar el signo del problema
(4f* - 2g%)

3. Multiplicar ambas raices
(4f°)(2g") = 8f°g*

4. Elevar cada raiz al cuadrado

(4f:})z - 42(‘f3)2 — 16}{‘3‘5 = 1(')),;'(1

Mote el uso de la propiedad distributiva de la radicacion y de raiz a

Note el uso de la propiedad distributiva de |a potencia vy de la potencia

de una potencia

(2g"* =2%(g")? = 49** = 44°

5. Juntar partes, acomodar términos y asignar signos conforme a la fér-
mula

64f° — 892 = (4f° — 29" (16f° + 8fg" + 4g°)

Trinomio cuadrado perfecto (TCP)

Este tipo de factorizacién busca, a partir de tres términos, obtener un
binomio al cuadrado; el binomio resulta ser la suma o resta de las raices
cuadradas del primer y tercer término (o de los términos que puedan
tenerlo). El segundo término (o el restante) se usa para comprobar si el
procedimiento es correcto.

a? + 2ab + b?

1. Obtener las raices cuadradas del primer y tercer término
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Jaz=a
Vb2 = b

2. Obtener el doble del producto de ambas raices

2(a)(b) = 2ab

3. Si con el paso anterior, el resultado es igual al segundo término (sin
importar el signo), formar un binomio al cuadrado con ambas raices.

Colocar el signo del segundo término

a’ + 2ab + b* = (a + b)?

y? — 10y + 25
1. Obtener las raices cuadradas del primer y tercer término

Yy =y
v25=5
2. Obtener el doble del producto de ambas raices

2(y)(5) = 10y

3. Si con el paso anterior el resultado resulta ser igual al segundo término,
formar un binomio al cuadrado con ambas raices.

y? — 10y + 25 = (y — 5)?
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42x3 + 9x2 + 49x*

1. Observar los términos que probablemente poseen raiz cuadrada per-
fecta, obtener la raiz cuadrada

V9x? = @\/JTQ = 3x
J49x4 = VA9, x* = 7x% =7x"

Mote el uso de la propiedad distributiva de la radicacién y de raiz a
exponente, el exponente fraccionario se simplifica en un nimero entero

2. Obtener el doble del producto de ambas raices

2(3x)(7x3) = 42x*

3. Si con el paso anterior, el resultado resulta ser igual al término restante,
formar un binomio al cuadrado con ambas raices. Colocar el signo
del término restante

+42x3 + 9x° + 49x* = (3x + 7x?)

9a%y — 30ax,/y + 25x2

1. Obtener las raices cuadradas del primer y tercer término

J9a?y = \@\/;ﬁ = 3a,[y
N 25%2 = \fﬁ\/; = 5x

2. Obtener el doble del producto de ambas raices

2(3a,/y)(5x) = 30ax,/y
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3. Si con el paso anterior, el resultado resulta ser igual al segundo tér-
mino, formar un binomio al cuadrado con ambas raices.

9a%y — 30ax,[y + 25x? = (3a,[y — 5x)°

Factorizacion especial | - TCP y diferencia de cuadrados

x? +4y? —4xy — 1
TCP

1. Obtener las raices de los términos que posean raiz cuadrada perfecta
del TCP

Vx=x
Jiyr=vafy? =2y

2. Obtener el doble del producto de ambas raices
2(x)(2y) = 4xy

3. Comprobar con el término restante y forma binomio con las raices
obtenidas, asignar el signo del término restante

x?+4y? —4xy+1=(x—-2y)* -1

@ Tenga en cuenta que 1 = 1"

(x—2y)* ~ 12

Diferencia de cuadrados

4. Obtener la raiz cuadrada de cada término:
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Vx—2y)?% = (x—2y)
J1z2=1

5. Formar un binomio con ambas raices y multiplicarlo por su conjugado

(x—2y)2—-12=(x—-2y+D(x—-2y—1)
Por lo tanto
x2+4y? —4xy—1=(x-2y+1)(x -2y —-1)
Factorizacion especial Il - Completar TCP y diferencia de
cuadrados

144 + 23n° + 9n1?

Si quisiéramos resolver por TCP, obtendriamos que:

V144 = 12
V9ni2 = 3n

2(12)(3n®) = 72n® [» 72n® #23n®

Para completar TCP, podemos sumar a la expresion la cantidad que
hace falta, pero para no alterar la expresion la cantidad que agreguemos
debemos restarla.

7208 — 23n® = 49n®

Cantidad a agregar

144 + 72n® + 9n'? — 49n® | > (12 + 3n%)% — 496

TCP Diferencia de cuadrados

Resolver ahora por diferencia de cuadrados
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V(12 + 3n%)2 =12 + 3n®

49n6 = 7n3

Resultado

(12 4+ 3n%)? — 49n°® = (12 + 3n® + 7n3)(12 + 3n® — 7n®)
Por lo tanto

144 + 23n° + 9n'? = (12 + 3n® + 7n®)(12 + 3n® — 7n?)

Factorizacion especial lll — Término comun, TCP y
diferencia de cuadrados

4a* —8a* + 4

Término comun

4a* —4-2a* + 4 = 4(a* — 2a? + 1)
TCP

4a*-20*+1) =) Jat =2 |:> 2(a?)(1) = 2a° ::> T
Vi=1

Tenga en cuenta que 1 = 1"

4(a* - 2a% + 1) = 4[(a® - 1)?] r:> 4(a* - 2a% + 1) = 4[(a® - 13)?]
Diferencia de cuadrados

4@ -1 = Val=a = 4@ 17 = 4[(@ + D(a - DI
Jiz=1
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Propiedad distributiva de la potencia

fla+D@a-D)P=4@+1D*@-1)?=4(a+ D(a+D(a—D(a—-1)
Por lo tanto

4a* - 8a’+4=4(a+1D(a+1)(a-1a-1)

Trinomio de la forma x2+ bx + ¢

El famoso caso donde dos nimeros sumados dan el término lineal (o

segundo término) y multiplicados el término independiente (o tercer
término).

x2+10x+ 16

1. Obtener la raiz cuadrada del término cuadratico, el resultado se coloca
en ambos factores

Ji=x

2. Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal y, multipli-
cados, el término independiente

6+4=10 = 6:4=24X
54+5=10 = 5:5=25X
2+8=10 = 2:-8=16+v

3. Formar los factores

x> +10x + 16 = (x + 2)(x + 8)
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x% 4+ 2x — 24

1. Obtener la raiz cuadrada del término cuadratico; el resultado se coloca
en ambos factores

x% +2x — 24

2. Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal y, multipli-
cados, el término independiente

-1:24=-24 =) -1+24=23x% 1--24=-24 = 1-24=-23x
-2:12=-24 = —-2+12=10% 2:-12=-24 ) 2-12=-10X
-3:8=-24 = -3+8=5x 3:-8=-24 = 3_8=_5x
—6-4=-24 = —6+4=-2x% 6-—4=-24 = 6-4=27

Generalmente, nos fijamos en hallar primero el término independiente
para luego comprobar la suma de estos; si la suma resulta ser el valor
del término lineal, pero con signo contrario, cambiamos el signo de
ambos sumandos. Con la practica esto se vuelve mas facil

3. Formar los factores

x> +2x—24=(x+6)(x—4)

Para este tipo de factorizacion debe dominarse la ley de los signos para
la suma.

x? —4x —21

1. Obtener la raiz cuadrada del término cuadratico, el resultado se coloca
en ambos factores
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Jee=x = x)()
2. El primer factor lleva el signo del término lineal
(x=)&x)

3. El segundo factor, lleva el signo que resulta de multiplicar el signo
del término lineal con el término independiente

—re= 4 B (- )+)

4. Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal, y, multipli-
cados, el término independiente

3:-7=21> —-3+7=4
3-7=—4v

Comprobacion

5. Formar los factores, el término mas grande va en el primer factor

x?—4x—-21=(x—7)(x+3)

x% —12x + 32

1. Obtener la raiz cuadrada del término cuadratico, el resultado se coloca
en ambos factores

Ve =x = (x)x)

2. El primer factor lleva el signo del término lineal
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(x—)(x)

3. El segundo factor lleva el signo que resulta de multiplicar el signo
del término lineal con el término independiente

4= (- )G-)

4. Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal, y, multipli-
cados, el término independiente

4-8=32 = 4+8=12v

2:16=32= 2+4+16=18xX

5. Formar los factores, el término mas grande va en el primer factor

x2—12x+32=(x—8)(x — 4)

x® — 21x3m + 98m?

En este ejemplo, x ya no esta elevada al cuadrado, no obstante, sigue

siendo un trinomio de la forma x* + bx + ¢ ya que ningtin coeficiente

acompafia a la x, asi mismo los exponentes de mayor grado de ambas

variables son multiplos de los exponentes de menor grado de sus res-

pectivas variables.

1. Obtener la raiz cuadrada del término que contenga la variable con el
exponente mas alto, el resultado se coloca en ambos factores

Vi =xi=2 2 (@ ) )

Note que el valor de la raiz cuadrada se halla también en otro término
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2. El primer factor lleva el signo del término que posee el mismo valor
de la raiz cuadrada de la variable con el exponente mas alto

(x*= (%)

3. El segundo factor lleva el signo que resulta de multiplicar el signo
del término anterior con el término restante

—t= - B (- )-)

4. Buscar dos términos que, sumados, den el coeficiente del término que
posea el mismo valor de la raiz cuadrada de la variable con el expo-
nente mas alto y, multiplicados, el coeficiente del término restante

7-14=98 = -7+14=7

7—14=-21v

Comprobacion

5. Para hallar la literal que acompafiara a los términos anteriores, obtenga
la raiz cuadrada de la variable restante con el exponente mas alto

Vm? =m |::> 7m, 14m
6. Formar los factores, el término mas grande va en el primer factor
x0 = 21x3m +98m? = (&% — 14m)(x® — 7Tm)

Trinomio de la forma ax2+ bx + ¢ — Aspa simple

Este tipo de trinomio se caracteriza porque el término cuadratico esta
acompaiiado de un coeficiente diferente de 1.
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6x%+ 7x+2

La idea de este método empieza descomponiendo el término cuadratico
(o de mayor exponente) y el término independiente (o de menor expo-
nente) en sus factores.

6x%+7x+2
3x 2
2x 1

Multiplicamos los factores en diagonal

6x% +7x+2

3x\ 72=4x
>

2x 21 = 3x

Comprobamos que la suma/resta de cada multiplicacion nos dé el resul-
tado del término lineal

6x2 4+ 7x +2

3x 2 = 4x
g
_/’>\\

2x ] = 3x

7x

Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos
en linea recta
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6x*+ 7x+2

3x——> 2 (3x+ 2)
=) 6x2+7x+2=0CBx+2)2x+1)
2x— 1 (Zx+1)

Una de las cosas que hacen que este método sea tedioso es en cuestion
de los signos

3x%2 —5x —12

Para que el término lineal sea negativo, un factor del término indepen-
diente debe ser positivo y el otro negativo.

3x? —5x —12
3x —4
X 3

Multiplicar factores en diagonal y comprobar que la suma/resta de cada
multiplicacion nos dé el resultado del término lineal

3x? —5x—12

3x —4 = —4x
M ’/'

x A3 = Oy

5x

Si nos da el valor del término, pero con signo contrario, debemos cambiar
el signo de los factores del término independiente
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3x2 —5x —12

3x : /4 = 4x
.

X @ \”'"3 = —9x

—5x

Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos

en linea recta
3xZ —5x —12

3x——> 4 (3x+4)
m) 3x*-5x-12=CBx+4)(x-3)

X —» -3 (x=3)

13y + 20y% — 15

Reordenando términos
20y% + 13y — 15

Para que el término lineal sea negativo, un factor del término indepen-
diente debe ser positivo y el otro negativo.

20y% + 13y — 15
5y -3

4y 5

Multiplicar factores en diagonal y comprobar que la suma/resta de cada
multiplicacion nos dé el resultado del término lineal
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20y*+ 13y — 15
5y -3 = —-12y

4y 7 A5 = 25y

13y
Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos
en linea recta

20y? + 13x —15
» -3 (5y-3)

Sy -
= 20y*+13x—15= (5y —3)(4y +5)

» 5 (4y +5)

4y
15x* — 11x%y + 2y?

Como el término independiente (de x) es positivo y el término con la x
de menor grado es negativo, los factores del término independiente (de

x) deben ser negativos
15x* — 11x%y + 2y?
3x? —2y
5x? -y

Multiplicar factores en diagonal y comprobar que la suma/resta de cada
multiplicacion nos dé el resultado del término lineal
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15x% — 11x%y + 2y?

3x2 ~ 4y —2y = —10x%y
/lx:
B My = 3%

—13x%y

En caso de no coincidir, cambiar de orden los factores de cualquier
columna

15x* — 11x%y + 2y?

Bx% . =2y = —62%y

i
S~ = -y = —5x2y
—11x3y

Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos
en linea recta

15x* — 11x%y + 2y?
5x2 —— -2y  (5x2—2y)

2 —— —y  (BxZ-y)

4

15x* — 11x%y + 2y%2 = (5x2 = 2y)(3x% —y)
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Binomio de Newton y Triangulo de Pascal

El binomio de Newton es una expresion que nos permite calcular cual-
quier binomio elevado n, el desarrollo del binomio de Newton guarda
una estrecha relacion con el triangulo de Pascal.

El tridngulo de Pascal es un triangulo de niimeros enteros, infinito y
simétrico Se empieza con un 1 en la primera fila, y en las filas siguientes
se van colocando niimeros de forma que cada uno de ellos sea la suma de
los dos niimeros que tiene encima, de forma que los bordes del triangulo
estan formados por unos.

Cada fila del triangulo de Pascal corresponde a los coeficientes del
desarrollo de la potencia respectiva del binomio de Newton.

TRIANGULO DE PASCAL POTENCIA DE UNA SUMA
1 (a+b)y°=1
(a+b)' =1a +1b
1T 21 (a+ by = 1& + 2ab + 1b?
1.3 3 1 (@ +b)* =18 + 3a%b + 3ab? + 1b°
T &% 3 1 (a+ b) =1a* +4a’b + 6a7b? + 4ab® + 1b*

1510 10 5 1 (a4p) =1a° +5a'b +108°? +10825° + 5ab* +1b°

En el caso en que en el binomio figure un signo menos, es decir se trate
de una resta, tan solo hay que alternar los signos del desarrollo de la
forma+—-+—-+—...

POTENCIA DE UNA REBTA

(a=b)"=1
(a—b)' =1a-1b
(a— by =1a’—2ab + 1
(a—b)* =1a" —3ab + 3ab* - 1b°
(a=b)* =1a' - 4a’b + 6a°? —4ab® + 1b*
(a—b)’ =1a - 5a‘b +10a°b* —10a%h° + 5ab’ — 1b°
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(x +y)? = 1x% + 2xy + 1y?

(x +y)° = 1x3 4 3x%y + 3xy? + 1y3

(x +y)' = 1x* + 4x3y + 6x2y? + 4xy3 + 1y*
(x +y)° = 1x° + 5x*y + 10x3y? + 10x%y3 + Sxy* + 1y°

1

1 1 <+———  Coeficientes de un binomio
1 2 1] «—— Coeficientes de un binomio al cuadrado
1 3 3 1 =—— Coeficientes de un binomio al cubo
1 4 6 4 1| - Coeficientes de un binomio a la cuarta
1 5 10 10 D 1 <— Coeficientes de un binomio a la quinta
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3 35 21 7 1

El exponente que acompafia a la x (o variable del primer término) va
disminuyendo progresivamente en 1 unidad, partiendo desde n hasta
hacerse 0.

El exponente que acompafia a la y (o variable del segundo término)
va aumentado progresivamente en 1 unidad comenzando desde O hasta n.

-1 =1 =1 -1 1 =1

n-1 n-2 n—3 mmm
(x +3)° = 1x°y° + 6x°y" + 15x*y? + 20x°y® + 15x%y* + 6x'y° + 1x°y°
(3x + 4y)*

Identificar quien es x y quién y

(3x + 4y)*
X T
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Desarrollar el Binomio de Newton, colocando y con los exponentes en
su respectivo orden

Bx)* (49)7 + (3x)*(4y)! + Bx)2(4y)? + (3%)! (4y)° + (3x)"(4y)"

Con la ayuda del triangulo de Pascal, anotar los coeficientes

1331
1 4 6 4 1
15 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
17 21 3 3 21 7 1

1(3x)* + 4(3x)3(4y) + 6(3x)?(4y)? + 4(3x) (4y)® + 1(4y)*
Aplicar propiedad (a - b)" = a™ - b"

(B*xh) +4(3°x°)(4y) + 6(3°x*)(4°y*) + 4(B0)(4°y°) + (4*y*)
Simplificar

(81x%) + 4(27x3) (4y) + 6(9x2)(16y2) + 4(3x) (64y) + (256y%)

Multiplicar los coeficientes de cada término

(3x + 4y)* = 81x* + 432x3y + 864x2y? + 708xy3 + 256y*

(3z% + 4t3)3
Identificar quién es y quién es

(3z% — 4t°%)°
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Desarrollar el binomio de Newton, colocando los exponentes en su res-
pectivo orden y alternando signos, empezando por

(322)13@]%3)41 . (322)2(4t3)] + (322)1(4t3)2 —_£3ZZ)&(4t3)j

Con la ayuda del tridngulo de Pascal, anotar los coeficientes

1
1 1
121
1 3 3 1
1 46 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 3 21 7 1

1(322)% — 3(322)2(4t3)! + 3(32z2)1(4t3)% — 1(4t3)3
Aplicar propiedad (a-b)" =a"-b"

1[3%(2%)%] = 3[3°(2*)71(4t?) + 3327 ) [#*(£%)?] —1[4°(£7)°]
Aplicar propiedad (™)™ = a™™

1[272%] — 3[92*](4t3) + 3(322)[16t°] — 1[64t°]
Multiplicar los coeficientes de cada término

(322 — 4t3)3 = 272° — 1082*t3 + 144225 — 64t°
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Raices de una ecuacion

La raiz de una ecuacion es aquel valor de la variable independiente que
hace que el resultado de la ecuacion sea cero. De manera grafica se re-
presenta como el corte al eje x.

El teorema fundamental del algebra nos dice que un polinomio de
grado n (el exponente mas alto de toda la ecuacion), tendra precisamente
n raices. Asi pues, una ecuacion lineal o de primer grado tendra una sola
raiz; una ecuacion cuadratica o de segundo grado poseera dos raices; una
ecuacion cubica o de tercer grado tendra tres raices, y asi sucesivamente.

Ecuacion de primer grado

Su férmula general es: ax + b =0

Las ecuaciones de primer grado (x elevado a 1) son también llamadas
ecuaciones lineales, ya que, al representarlas graficamente, describen
una linea recta inclinada.

Para hallar las raices de una ecuacion, debemos despejar la variable x

x+5=0

o

Si x es positiva la linea recta ira de abajo hacia arriba.
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—x—-2=0

—-x=2

En este caso es negativa, pero para hallar la raiz, x debe ser positiva; lo
que podemos hacer es multiplicar por (—1) ambos lados de la ecuacién
(esto generalmente se realiza antes de cualquier despeje).

(-D(=x) = (-1)(2)

x==2

1
4

%]
'
[}

Si la x es negativa, ira de arriba hacia abajo.
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5x+4=0
5x =—4
4
*="3

Los coeficientes que acompafian a x hacen que la recta esté mas o me-
nos inclinada, a mayor valor mas inclinada estara, a menor valor menos

inclinada estara.
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Si el coeficiente que acompafia a x tiene signo negativo, este pasara
dividiendo con todo y el signo, es decir, el signo no cambia

v o
o
2 2
14
I:+T
x=14

(14.0)

Algunas raices puede ser racionales y tener infinitos decimales repetidos:

3x—1=0
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w

(0.333.0)

-10 -5 0 5 10

Al hacer la grafica de manera manual, necesitamos realizar una tabula-
cion, es decir, dar valores arbitrarios a x (los valores que queramos) y
evaluarlos en la ecuacion para hallar las coordenadas que nos serviran
para graficar la ecuacion. Las raices al ser evaluadas nos daran como
resultado O en y.

y=-3x—6

—3x—-6=0
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y=-3x-6 (%)
2 -3(-2)-6,6—6=0 (-2, 0)
-1 —3(-1)-6;3—6=-3 (-1,-3)
0 -3(0) - 6,0 -6 =—6 (0,-6)
1 -3(1) —6; -3 —6=—9 (1, -9
2 -3(2)—6;—6-6=—12 2 -12)

(4]

Ecuacion de segundo grado

Una ecuacion de segundo grado, llamada también cuadratica, es toda
ecuacion en la cual, una vez simplificada, el mayor exponente de la
incognita es 2
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Su férmula general es ax® + bx + ¢

Donde ax? es el término cuadrético, bx el término lineal, y c el tér-
mino independiente.

Las ecuaciones de segundo grado tienen 2 raices.

Existen dos tipos de ecuaciones cuadraticas: Ecuaciones cuadraticas
incompletas y ecuaciones cuadraticas completas

Ecuacion cuadratica incompleta

Una ecuacion cuadratica incompleta es aquella donde falta ya sea el
término lineal (bx) o el término independiente (c), o incluso ambas.

x2—14

2

0

Il
N

X

Para hallar las raices, obtenemos la raiz cuadrada de ambos términos:
S

Recuerda que la solucion de una raiz cuadrada lleva el signo +, ya que
al elevar una cantidad negativa al cuadrado, esta se vuelve positiva:

x = F2

Xq =2;x2:—2

La grafica de una ecuacion de segundo grado es una parabola. Esta po-
see un eje de simetria, ya que al elevar una cantidad con signo positivo
y luego con signo negativo al cuadrado, obtendremos el mismo valor.

Si x? es positiva la pardbola poseera un punto minimo (vértice) por
lo que lo valores iran hacia arriba.
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5

—x2+25=0
—x% = =25
(=D(=x?) = (-1)(-25)
=175
Jx2 =25
x =45

X, =5;x, =-5

Si x% es negativa la parabola poseerd un punto maximo (vértice) por lo
que lo valores iran hacia abajo
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2x2 +4x =0

Este tipo de ecuaciones cuadraticas se resuelven por factorizacion por
término comun, se sabe que una de las raices es , ya que al sustituir por
todo se cancelara.

2x(x+2)=0
Tenemos dos despejes:
0 0
(x+2)= o 2x =
X (x + 2)
X1 = -2 0
X = E
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El coeficiente que acompafia a x? al encontrarse mas alejado a cero, hara
que la parabola sea mas estrecha, pero al encontrarse mas cercano a cero,
haré que la pardbola sea menos estrecha.

%% 4 8% = 0
—EX X =

1
Ex(—x +16)=0

x1=0
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—x =-—16
(—1)(—x) = (-1)(-16)
Xy = 16

-10 20

5x2 =0

El caso mas facil, ya que x solo posee una raiz; al sustituir O por x todo
se cancelara. La raiz coincide con el vértice.

x=0
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10

(0.0)

—

10

20

-40 -20 Q

(0.0)

20

40
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Ecuacidon cuadratica completa
Estas ecuaciones tienen todos los términos (cuadratica, lineal e inde-
pendiente). Para hallar las raices, podemos factorizar por trinomio de la

forma x* + bx + c si x® no se acompaiia de ningun coeficiente diferente
a 1, o por aspa simple si es un trinomio de la forma ax® + bx + c.

x% 4+ 7x + 10

Para factorizar por trinomio de la forma x* + bx + c si x* buscamos dos
nimeros que sumados den el coeficiente del término lineal y multiplicados
den el término independiente.

(x+2)(x+5)

Igualas la expresion a 0, y despejamos cada factor:

(x+2)(x+5)=0

(x+2)=(x_+_5)I
x+2=0
x=-2

(x+2)(x+5) =0

(x+5) =

(x+2)
x+5=0

x=-=5
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o

]
wn

—2x2 + 10x — 7

En este caso, no podemos factorizar por trinomio de la forma ax® + bx
+ ¢ ya que las raices son racionales, ante ello, debemos usar la féormula
general:

—b + Vb2 — 4dac
2a

Donde a. b.c son los coeficientes de los términos cuadratico, lineal e
independiente respectivamente con sus respectivos signos.

a
b=10
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—(10) + /(10)2 — 4(=2)(-7)

2(—2)
~-10+V100-56 -10++44 -1046.63
—4 - =4 -4

Note que el signo + nos dirige a dos soluciones

_ —10+6.63 —3.37

MET —4
%, = 0.8425

~10-6.63 —16.63
Xy = =

—4 —4
X, = 41575 =~ 4.158

Observe la siguiente ecuacion y su grafica:
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-3 -2 -1 0 1 2

La grafica no corta al eje x, y si intentamos despejar x para hallar las
raices:

La raiz cuadrada de un ntimero negativo no existe, o por lo menos en los
nimeros reales. Entonces, para hallar la raiz de un nimero negativo, se
emplean los nimeros complejos (o imaginarios) i.

De tal manera que la raiz de menos 1 es igual a +i
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x =+i

Comprobacion:

()2 = (-D)(-1) = +i* = -1

Entonces las raices de x% + 1 son:

X, =1

Xo = —|

En ecuaciones de mayor grado, una expresion puede tener raices reales
y complejas (imaginarias) al mismo tiempo.

Para conocer la naturaleza de las raices de una expresion cuadratica,
podemos utilizar el discriminante.

—b + Vb2 — 4ac
2a

- A= b?% —4ac

Si A > 0, tendremos dos raices reales diferentes.

Si A =0, tendremos dos raices reales iguales (una sola solucion).

Si A < 0, No tendremos raices reales, sino que dos raices complejas
diferentes.

x2—-2x+5

Obteniendo el discriminante:
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a=1
b=-2
c=5

A= (-2)2—4(1)(5) =4 — 20
A=-16

La ecuacion posee dos raices complejas.

—(-2)+V-16 _2++V-16

2(1) -2
24++vV=16 2 V16 -1 J16v—-1 4i
X=———=at——=1+——=1+—
2 2 2 2 2
x:]_:l*+‘-.":'.
~2-+y-16 2 \/16-—1_1 \/16\/—1_1 4i
=TT T3 2 2 2
X =1=2i

Los nimeros complejos se componen de una parte real y una parte ima-
ginaria.

Las raices complejas de una ecuacion cuadratica resultan ser con-
jugados entre si, es decir mismo términos pero con signos cambiado).

t——=1%

X12 =

2 ++-16
2

-
(o))

4i
2

NN

xLZ = 1 i2£
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(=)

&n

Ecuacion de tercer grado

Las ecuaciones de tercer grado son conocidas también como ecuaciones
cubicas, caracterizadas por tener su mayor exponente el tres.

La denotacion general de la ecuacion de tercer grado es ax® + bx?
+cx+d=0

Para hallar las raices de una ecuacién cubica, usamos la regla de
Ruffini. Que consiste en ordenar los términos de mayor a menor (segun
el exponente de x) para luego escribir solo los coeficientes (si falta al-
gun término, se coloca 0) a continuacidn, se baja el primer coeficiente
y se multiplica por el nimero a evaluar; el resultado se suma o resta al
siguiente coeficiente. Tras esto el residuo se multiplica por el nimero a
evaluar y el resultado se suma o resta al siguiente nimero, y asi hasta
llegar al ultimo coeficiente donde la suma o resta nos debe dar 0 para
que sea una raiz, en caso contrario, no sera una raiz.

x3—4x?>+x+6
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Para obtener los nimeros a evaluar, de acuerdo al teorema de Gauss para
polinomios, obtendremos los divisores del término ctibico y los divisores
del término independiente.

x-1-1
6+ +1,52,%3,+6
Dividimos cada divisor del término independiente entre cada divisor del

término ctbico para obtener el conjunto de posibles nimeros que sean
raices; en este caso quedara igual.

1,42 3 A6
Regla de Ruffini:
1 -4 1 6
1 1 -3 -2
1 -3 -2 4

El residuo, al no ser 0, el 1 no es raiz

1 -4 1 6
2 2 —4 -6
1. =2 =3 ©

Al ser el residuo 0, x =2
Si queremos escribirlo como factor, despejamos la raiz (x — 2)
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Para encontrar las otras raices podemos seguir evaluando los divisores,
pero seria algo tardado; por suerte, gracias a la regla de Ruffini, lo que nos
queda al final es un polinomio de un grado menor, es decir ax? + bx + ¢

x%—2x—3
La expresion completa seria
(x—2)(x%? —2x—3)
A partir de aqui podemos factorizar por trinomio de la forma x? + bx + ¢

(X —2)0 —3){x +1)

Las raices, por tanto serian

x=—2=0

x1:2

(-1.0)

x+1=0

X3:—1
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3 4+x24+9x+9

Obtenemos los divisores del término cuibico y del término independiente:
x3 - +1

Qs l,+3, 49

Dividimos cada divisor del término independiente entre cada divisor del
término cubico, en este caso, los divisores quedan igual.

+1,43,19
Regla de Ruffini:
i1 1 9 9
—1 =1 0 =9
1 0 9 0

Al ser el residuo 0, la primera raiz es:

x1=—1

Bajando un grado al polinomio, nos queda:
x2+9

Al obtener las otras raices nos queda que:
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Obtenemos raices complejas

X1, = £31

Las raices de esta ecuacion cubica son:

Xy = _l,xz - 3i,x3 - _31

.mV |
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Note que la grafica solo corta una vez el eje x, aunque no tenga la forma
caracteristica, es una ecuacion cubica.

Si bien usando la regla de Ruffini podemos encontrar las raices reales,
cuando estas poseen muchos decimales se vuelve complicado, por lo que
usar otros métodos como el de Newton—Raphson, la formula de Cardano
o la grafica, podemos hallar las raices reales.

x34+x2—4x+4

1 1 —4 4 —2.8751

—2.8751 53911 -3.99

-1.8751 1.3911 =0
12

10







Capitulo 2

Calculo diferencial
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Reglas de derivacion

1. Derivada de una constante

La derivada de una constante es cero

d
—y(constante) =0

Ldx

=5 =967 - el
hen s y=-78 Yy=3 Y="13 y=n
y = ¥ = y =0 y=0 ¥=0 ¥ =0

2. Derivada de una variable

La derivada de una variable es el cociente que lo acompafia (respetando
su signo)

dy
Ty
dx( )
dy ) dy 4 iy ;
—(3 =3 R - _y B dy 1 _1
d;r( x)=3 dx( 6x) 6 - P 2 (2x) :
dy 6 _ 6 dy e
5('5")— 7 5 (133x) = 1.33

3. Regla de la potencia

La derivada de una variable elevada a un exponente numeérico es igual
al valor del exponente numérico multiplicado por la variable elevada a
la cantidad del exponente numérico menos uno.



2. Célenlo dzferemd/| a

dy

mn n—1

. .1 =nx
_ d__x_( )

y=x y = 3x5 y=x"
y =dx* =42  y =(5)3xt=15x* ¥y =11x'""1=11x10
2
y=zx
iz —dhe 2 24 1
y' = (3)(—10x)*"! = —30x2 gl = '.'Ejgx"" =§1‘l = 1§x
3y: _§x1:2 2

O T A T CE G o S Sl

y'= () Sx) T 25x

Ahora, veremos casos donde se aplican las propiedades de los exponentes
Regla de la potencia — exponente negativo

y=x"*

Derivamos de acuerdo a la regla de la potencia

yr - _4x—4—‘] - _4x—5

Aplicar propiedad x™" = xin, (n#0)

; 1
¥ty
: 4

Y ==
w=5x"%

Derivamos de acuerdo a la regla de la potencia
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w' = (—6)5x"6"1=—-30x"7

: , A
Aplicar propiedad x ™ = —

, 1
w ='—30;3
.30
w = —“;?

Regla de la potencia — exponente fraccionario
y =12t

Aplicar propiedad 1/xm = x%

M| =

y=x
Derivar de acuerdo a la regla de la potencia

7 1 %—1 1 —%
Y=gkt Sk

Aplicar propiedad X = p

Aplicar propiedad xn = /x™
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1
Y T

Note el uso de las propiedades de la potenciacion, pero al revés

Regla de la potencia — exponente fraccionario negativo

_2
y:x 3

Derivar de acuerdo a la regla de la potencia

n _

m
Aplicar propiedad xn = R/x™m

21 2
Y o= —— == - =
3 VxS 3Vx5

Aplicar propiedad X B pplll R

2

y frd —_—
331/963 x2
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Aplicar propiedad Vab =Ya- Vb

2 2
P, i
YV T W T

Regla de la potencia — potencia negativa en el
denominador

- 1
Aplicar propiedad X" = =

xn

z = 3x°

Derivar de acuerdo a la regla de la potencia

7' = (5)3x51

7' =15x*

4. Derivada de la raiz enésima de una funcion

Una forma de acortar la regla de la potencia aplicada a un exponente
fraccionario

du

d w_ &
R il

d 5
2 3
dx
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Derivar u

@Bx:3

Reemplazar valores en la formula

dy . 3 3

5

dx VT 54/ (3x)5! - 5¢/ (3x)*

5. Regla de la suma-resta

La regla de la suma/resta establece que la derivada de una suma de fun-
ciones es igual a la suma/resta de sus derivadas

d( o )_d15+dv+dw'
dx RV EW S i Tl dx
w'
u v o w L
y =3x+5x2 + Vx y=3+10x+ —
Vx
u v ow u v w'
1 1 4 i 1 4
h=1__x2__1 = A TR
Vx T 3xVx  2vJx  5ix*

6. Regla de la cadena

Teniendo una variable y que depende de u, y si esta (u) depende a la
variable x, entonces la derivada sera el producto de la derivada de y con
respecto a u por la derivada de u respecto a x.
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dy _ dy du
dx du dx

y = (4x? + 5x)3
du dx

y' = 3(4x% + 5%)3~1[(2)4x2"1 + 5]

y' = 3(4x? +5x)%*(8x + 5)

Aplicar propiedad distributiva entre el término que queda solo y el factor
(polinomio) que no esta elevado a ningtin exponente

y' = 3(4x% + 5x)*(8x + 5)
y' = (4x? + 5x)?(24x + 15)
7. Regla del producto

La derivada de un producto de dos funciones es la primera, por la derivada
de la segunda, mas la segunda por la derivada de la primera.

y = (6x% + 4x)* - (5x° + 7x?%)?

Identificar quién es u y quien es v

y = (6x% + 4x)3 - (5x° + 7x?)?

u v

Derivar uy v
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u' =3(6x% +4x)2(12x +4) v = 2(5x° + 7x*)(25x* + 14x)
U = (6x%+4x)*(36x +12) v = 2(5x> + 7x?)(25x* + 14x)

Sustituir los valores anteriores en la formula

u i v o

vy = (6x2% + 4x)*(5x° + 7x2)(50x* 4 28x) + (5x° + 7x)?(6x% + 4x)*(36x + 12)

Simplificar factorizando por términos en comun, elegir el exponente de
menor grado para cada término

vy = (6x% + 4x)3(5x° + 7x2)(50x* + 28x) + (5x° + 7x)2(6x% + 4x)%(36x + 12)
¥y = (6x2 + 4x)2(5x° + 7x?)[(6x% + 4x)3~2(50x* + 28x) + (5x° + 7x2)?~1 (36x + 12)
y' = (6x% +4x)%2(5x° + 7x?)[(6x% + 4x)(50x* + 28x) + (5x° + 7x2) (36x + 12)

Aplicar propiedad distributiva a los factores dentro del corchete

y' = (6x2 + 4x)2(5x% + Tx2)[300x8 + 144x% + 200x° + 112x2 + 180x° + 60x5 + 252x* + B4x?

Agrupar términos semejantes

y' = (6x? + 4x)%(5x5 + 7x?)[480x° + 260x° + 396x> + 196x?]

8. Regla del Cociente (de la division)

La derivada de un cociente de funciones, se hace tomando el denomi-
nador multiplicado por la derivada del numerador restado al numerador
multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido por el cua-
drado del denominador

du dv
d_y(E):”ﬁ‘“ﬂ
dx \v 2
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B (4x% + 7x)3
N Sx6

Identificar quién es u y quien es v
_(x?+7x)} «—u
— bxS «— v
Derivar uy v
u' =3(4x% +7x)*(8x + 7)
u' = (4x% + 7x)*(24x + 21)

v’ = 30x°

Sustituir los valores anteriores en la formula

! f

v u u v
o = 5x°(4x? + 7x)?(24x + 21) — (4x* + 7x)330x°
(30x2)%
v?
Simplificar

,  (4x% 4+ 7x)*(120x7 + 105x°) — (4x? + 7x)330x5
Y= 30x10

9. Derivadas de funciones exponenciales
Funcion exponencial de base a

La derivada de la funcion exponencial es igual a la misma funcién por
el logaritmo neperiano de la base y por la derivada del exponente.
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y' =45%° .In4-2(5)x%"1 = 45" .In4 - 10x
Funcioén exponencial de base e

Si la base de la funcion exponencial es el nimero su derivada es igual a
elevado al mismo exponente por la derivada del exponente

d — du
d;\ce — & dx

y = e3x’

y: == eﬁw’.t’T . 3(7)x7—1 = e3x7 i 21x6

Derivada de una funcioén elevada a una funcion

i(u”) = vu"‘l—u+ Inu-u’—
dx dx dx

y=x

I r

u v

y' = (x)xx“6+ lnx-x"'a

Aplicar propiedad a™ - a™ = ™™
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o = xME L e

y =x*+Inx ' x*

Factorizar por término comun

y' =x*(1+1Inx)

10. Derivadas de funciones logaritmicas

Logaritmo de base a

La derivada de un logaritmo de base a aplicado a una funcién u es igual
a la derivada de u entre u por logaritmo natural (In) de la base (a).

du
dx

d
E(loga”) “u-lna

y = log,,(3x + 10)

ul‘

y= 3
) i o n
(3x +10)In 10

w = log, 24x3
v, (BEY35t 72x>
W = 22x3 . In2 " 24x3 -In2

x2 1
Aplicar propiedad — =
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324

W= 2437 In2
, 3

il x-In2

Otra manera de resolver este tipo de derivadas es usando la propiedad de
los logaritmos que nos permite quitar exponentes del argumento.

t =lomjs 15x1?
Aplica r propiedad log, b™ = n +log, b

t' = 12log,g 15x

Sacar la constante % (cu) =c- %
, d
t' = lzalogla 15x
u!’
- 15
t=1 (,15’5: ‘In 18)
, 1\ 12
£ 12(}5-11118)_35-11118

Logaritmo de base e (Logaritmo natural/Logaritmo neperiano)

La derivada de un logaritmo natural (o logaritmo neperiano) es el cociente
de la derivada del argumento del logaritmo dividido entre la funcién del
argumento.
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d dx
a(lnu) —?

y = In(3x° + 12x)7

r

u
703 #12)0(152% 4 12)
B (3x5 +12)7

u

1

10. Derivadas de funciones logaritmicas

Logaritmo de base a

La derivada de un logaritmo de base a aplicado a una funcién u es igual
a la derivada de u entre u por logaritmo natural (In) de la base (a).

du
dx

d
a(logau) " u-lna

y = log,,(3x + 10)

ul‘

y' = >
(3x +10)In10

w = log, 24x3

(24)3x371 72x2
T 24x3.In2  24x3-In2

r
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a
Aplicar propiedad — =
X

xb—a
, 3:,247'
W= 24732 In2
, 3
il x-In2

Otra manera de resolver este tipo de derivadas es usando la propiedad de
los logaritmos que nos permite quitar exponentes del argumento.

t =lomjs 15x1?

Aplica r propiedad log, b™ = n +log, b
t' = 12log,g 15x

Sacar la constante di (cu) =c- du
X

dx

d
t' = lzalogla 15x

u!’

¢=12(2 )
~ 77\18x:1In18

t’—lZ( )— 1e
N x+In18/ x-In18

Logaritmo de base e (Logaritmo natural/Logaritmo neperiano)

La derivada de un logaritmo natural (o logaritmo neperiano) es el cociente
de la derivada del argumento del logaritmo dividido entre la funcién del
argumento.
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) dv
— (arcsenv) = _dx __
dx 1 — 12

y = arc sen(2x)
v!

2

J1—(2x)2

Factorizar por diferencia de cuadrados tenga en cuenta que 1% =1

!

. 2 B 2
YT r— 0 JO+200-20
Arcocoseno
dv
d ___dx

p (arc cos v) = ﬁ
y= (arc cos (8x + 4))

v’

8
J1—(8x + 4)2

Factorizar por diferencia de cuadrados, tenga en cuenta que 1* = 1
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o 8 _ 8
Y T r— (x4 a2 A+t (8x+3)]
8 8
Y T T Jit8x+4lll—8x—4]  JiBx +5][-8x - 3]
. 8 - 8
~ JI1+8x+4][1—8x—4] /[8x+5][-8x 3]
Arcotangente
] v
e _dx
dx (arctgv) = 1+ v?
¥ = arcte (5x%)
_ ¥
. {3)5x* 15x2

Y TTH G2 T 1+ (5x3)?
Aplicar propiedad (ab)™ = a™b"

¥ 15x2
Y =1+ 5)(x3)?

Aplicar propiedad (x™)™ = x™™

r 15x2
Y = 1¥ 2546

Arcocotangente
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] dv
_ .. dx
P (arcctgv) = Tt o2

y = arc Ctg(%)

Reescribir el argumento; es mas facil trabajar con exponentes

1
Aplicar propiedad V/x = xn

1
y = arc ctg (xﬁ)

Derivar
U.f
1 4
lxg_l lx_ﬁ
r_ __ 5 . D
Y= 2 2

1+ (x)

mMm = ynm

1
1+ (xr)

Aplicar propiedad (x

¥ =
x 5 XD
I 5 =0
¥ = 1, 2
14 x5 1+ x5
_m
xn 1
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1
1 T
L 2 525
' 5x5 [ ]
y E - 2
1+ x5 1+ x5
il
a
p_a-d
Aplicar ley de sandwich % c
1

r

¥

" [sed][r o]

m
Aplicar propiedad xn = Y/x™

1
YT T s¥x |1 + VA
Arcosecante
— (arcsecv) = __dx

dx e —1
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y = arcsec(In8x?)

8 ;
yi gx TV
In8x4/(In8x)2 — 1
1 3
o= x _ (x)
In8x/(In8x)2—1 (In8x/(In8x)2—1)
1

Alalsla
S
ol s

Aplicar ley de sandwich

!

1
s (x)(]n 8x /(In8x)2 — 1)

Aplicar propiedad (Inx)™ = In"x

1
= xIn8xVIn?8x — 1

Arcocosecante
p dv
dx
—(arccscv) = ———=——
dx W2 —1

242
y = arccsce3*

i

e3%* (2)3x21 e%/(sx) B (6x)

!

g 382 (e:uz)z — es/me(Qsz)z — \/(esxz)z
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Aplicar propiedad (x™)™ = x™™

(6x) _ (62{)
YT T Jewisl Jew 1
Arcoversen
d dv
dx
— (arcvers v) = —=—
dx V2v — v2
y = arc vers (In4x?)
(3)4x31
y' = 4x3
V2(n4x3) — (In 4x3)2
12x2
y' = 4x3
J2(In4x3) — (In 4x3)?
Apli iedad = t__¢®
plicar propiedad —— = —"—
4-3 3
' y x3—2 E
Y= =
J2(n4x®) = (In4x®?  [2(In4x3) — (In 4x?)?2
3
' X

[V2(n4x%) — (n4x)? |
1
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pu]
=

Rlo|sl R
7|
L%

Aplicar ley de sandwich
, 3
y —
xy/2(In 4x3) — (In 4x3)2

Factorizar por término comun

, 3 3

i x4/ (In 4x3)[2 — (In 4x3)2-1] - x4/ (In 4x3)[2 — (In 4x3))]

Aplicar propiedad
. 3
y =
x+/(3In4x)[2 — (3In 4x)]
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Maximos y minimos

Los maximos y minimos en una funcién son los valores mas grandes
(maximos) o mas pequefios (minimos) que toma la funcion, ya sea en una
region (extremos relativos) o en todo su dominio (extremos absolutos).

Una particularidad es que después de un maximo o un minimo la
grafica cambia de direccion.

Para calcular los maximos y minimos hacemos uso de la primera y
segunda derivada de la funcion.

Las funciones de segundo grado tienen un méximo (si x* es negativo)
o un minimo (si x* es positivo). Estos puntos coinciden con el vértice
de la parabola.

f(x)=x*+4x+2
Criterio de la primera derivada:
» Sif'(x)> 0 la funcién posee un maximo.
» Sif'(x) < 0 la funcién posee un minimo.
»= Si f'(x) = 0 la funcién no posee maximo ni minimo.
Derivamos la funcién
fl(x)=2x+4
Igualamos la derivada de la funcién a 0

2x+4=0

Hallar el valor

X = —2 <«——— Punto critico, la funcién posee un minimo
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Para saber donde se ubica el maximo o minimo reemplazamos el valor
anterior en la funcién original:

f(=2)=(-2)>+4(-2)+2
f(-2)=4-8+2
f(=2)=-2

Minimo (—2, —2)

()

Note la relacion funciéon — derivada, donde la derivada corta al eje x, se
encuentra el minimo.

De izquierda al punto critico, la ecuacion es decreciente, del punto
critico a la derecha, la ecuacién es creciente.

Criterio de la primera derivada — Funcion creciente o decreciente:
* Si f('x) cambia de + a — la funcién posee un maximo.
* Si f('x) cambia de — a + la funcién posee un minimo.
» Si f('x) no cambia de signo, el punto critico no es maximo ni minimo.
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Derivamos la funcién

f'(x)=2x+4

Igualamos la derivada de la funcién a 0
2x+4=0

Despejamos x

2x=—4
4
x= ==
i
X = —2 <«—— Punto critico, debe ser evaluado

Elegir un valor antes y un valor después al punto critico

Evaluar los valores anteriores en la derivada de la funcion y revisar signo
del resultado

fi(=3)=2(-3)+4=—6+4

fE3=-2()
f'(-D)=2(-1)+4=-2+4

ff[D=2(+)

f'(x) pasa de ,por lo tanto —2 es un minimo.

La funcién se divide en dos intervalos:

(—%0,—2)
(2,)



114 | Cilendo diferencial e integral con dlgebra

Para saber en qué intervalo la funcion es creciente y cual decreciente,
tomaremos dos valores que estén incluidos en ambos intervalos y los
evaluaremos en la derivada de la funcion.

(—0~2) > =5
(2,0) = 4

Nos fijaremos solamente en los signos, si el signo es — el intervalo es
decreciente; si el signo es + el intervalo es creciente.

fi(=5)=2(=5) +4=—10+ 4

f1(=5)= -6
f(4)=2(4)+4=8+4
fi(4)=+12

Por lo tanto

(—00,—2) — Decreciente
(2,00) = Creciente

Criterio de la segunda derivada:

*= Si f"(x) > 0 la funcién posee un minimo.
= Si f"(x) < 0 la funcién posee un maximo.
» Si f"(x) = 0 no concluyente.

Derivamos la funcién (primera derivada)
fl(x)=2x+4

Derivamos nuevamente la funcién (segunda derivada)

ff=2
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Igualamos la primera derivada a 0
2x+4=0

Hallar el valor de x

2x=4
_4

*=32

x=2

Evaluamos el resultado obtenido en la segunda derivada
f"(2) =2 «———— La funcién posee un minimo

En ambos criterios, lo que nos interesa mas que el resultado final es el
signo del resultado. Curiosamente, pareciera que los enunciados del
criterio de la primera derivada estan al revés en el criterio de la segunda
derivada.

f(x)==2x*+7x—5
Criterio de la primera derivada:
» Sif'(x)> 0 la funcién posee un maximo.
» Si f'(x) < 0 la funcién posee un minimo.
» Si f'(x) = 0 la funcién no posee maximo ni minimo.
Derivamos la funcion
f'(x)=—4x+7

Igualamos la derivada de la funcién a 0

—4x+7=0
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Hallar el valor de x

—4x =7

x =1.75 «——— Punto critico, la funcién posee un maximo.
Obtener las coordenadas del maximo o minimo

f(1.75) = =2(1.75)* + 7(1.75) — 5
f(1.75) = —2(3.0625) + 12.25 - 5=—6.125+ 12.25 -5
f(1.75) = 1.125

Maximo (1.75, 1.125)

o) (1.75,1.123)
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Criterio de la segunda derivada:

» Sif"(x) > 0la funcion posee un minimo.

» Sif"(x) <0 lafuncién posee un maximo.

» Sif"(x) = 0 no concluyente.

Derivamos la funcion (primera derivada)
f'(x)=—4x+7

Derivamos nuevamente la funcién (segunda derivada)
f'(x)=-4

Igualamos la primera derivada a 0

—4x+7=0

Hallar el valor de x

—4x =-7
_ -7

¥=a

x=1.75

Evaluamos el resultado obtenido en la segunda derivada
f"(1.75) = =4 <«——— la funcién posee un méximo

Las funciones lineales no poseen maximos ni minimos
f(x)=5x+10

f(x)=5

f"(x) =0 «————— 1afuncién no posee méximo ni minimo
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[

Las funciones cubicas se caracterizan por poseer un maximo y un minimo
2x3 + 3x%-12x+ 3

Criterio de la primera derivada:

» Sif'(x) > 0 la funcién posee un maximo.

» Sif'(x) < 0 la funcién posee un minimo.

= Si f'(x) = 0 la funcién no posee maximo ni minimo.

Derivamos la funcién

f'(x) = 6x*+ 6x — 12

Igualamos la derivada de la funcion a 0

6x>4+6x—12=0
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Hallar los valores de x

6 6
x*+x—2=0
(x+2)(x—1)=0

6x2+6x—12_0

X1 = —2 <«——— Punto critico, la funcién posee un minimo

X2 =1 «—— Punto critico, la funcién posee un maximo
Obtener las coordenadas del maximo y minimo

F(=2)=2(-2)%+3(-2)2—12(-2) + 3
F(=2)=2(-8) +3(4) + 24 +3
f(=2)=—-16+12 + 24 + 3

F(=2) =23

(1) =2(1)%+3(1)% —12(1) + 3
F(D)=2(1)+3(1) —12+3
fF()=2+3-12+3
fa)y=-4
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Minimo (—2, 23)
Maximo (1, —4)

Criterio de la segunda derivada:

» Sif"(x) > 0la funcion posee un minimo.
» Si f"(x) < 0 la funcion posee un maximo.
» Si f"(x) = 0 no concluyente.

Derivamos la funcion (primera derivada)
f'(x) = 6x*+ 6x — 12

Derivamos nuevamente la funcién (segunda derivada)

f'x)=12x+6
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Igualamos la primera derivada a 0
6x*+6x—12=0
Hallar los valores de x

6x2+6x—12_0

6 6
x*+x—-2=0

x+2)x—1)=0

xX1=—-2
x2=1

Evaluamos los resultados obtenidos en la segunda derivada

f'(-2)=12(-2) +6=—-24+6

f"(=2) = —18 «——— La funcién posee un méximo

ff)=12()+6=12+6

f"(1) = 18 «—————— La funcién posee un minimo
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-tLléf

-10

=2-—18)

El valor de x es positivo justo donde se encuentra el minimo, asi también
el valor de x es negativo justo donde se encuentra el maximo.

x3 + 2x% — 24x
Criterio de la primera derivada:
*= Si f'(x) > 0 la funcién posee un maximo.
= Si f'(x) < 0 la funcién posee un minimo.
= Si f'(x) = 0 la funcién no posee maximo ni minimo.

Derivamos la funcion

(%) =3x* + 4x — 24
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Igualamos la derivada de la funcion a 0
3x>+4x—24=0

Hallar los valores de x

a=3
b=4
c=-24

—(4) +/(4)? - 4(3)(-24) -4++16+288 —4++/304
A= 2(3) = 6 T 6

—4 +17.43
=%

_ —4+17.43 1343

T T e

X1 = 2.23 «——— Punto critico. La funcién posee un méximo.
—4 —1743 —21.43
Xq = —
4 6 6

x2 = —3.57 «———— Punto critico. La funcién posee un minimo.
Obtener las coordenadas del maximo y minimo

£(2.23) = (2.23)% + 2(2.23)2 — 24(2.23)
£(2.23) = 11.08 + 2(4.97) — 53.52
£(2.23) =9.94 — 42.44

f(2.23)=—-325

f(—3.57) = (—3.57)% + 2(—3.57)% — 24(—3.57)
£(2.23) = —45.49 + 2(12.74) + 85.68

£(2.23) = 25.48 + 40.19

£(2.23)=65.67
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Maximo (2.23, —32.5)
Minimo (—3.57, 65.67)

|
- (- 3.573,65.671) {40

(=3.573,0) (2.239,0)

i IN (2.230, :2-1.4-5:.)

Criterio de la segunda derivada:

= Si f"(x) > 0 la funcién posee un minimo.

= Si f"(x) < 0 la funcién posee un maximo.

»= Si f"(x) = 0 no concluyente.

Derivamos la funcion (primera derivada)

f'(x) =3x* + 4x — 24

Derivamos nuevamente la funcién (segunda derivada)

f'x)=6x+4

Igualamos la primera derivada a 0
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3x2+4x—24=0

Hallar los valores de x

a=3
b=4
c=-24

—(4) +J(4)?-4(3)(—24) -4++16+288 —4+/304
= 2(3) = 6 T 6

—4 +17.43
*=""8

_ —4+17.43 1343
T T T T 6
x1=2.23
—4—1743 —21.43

2= T 6
x2 =—3.57

Evaluamos los resultados obtenidos en la segunda derivada

£"(2.23) =6(2.23) +4=1338 + 4

f"(2.23) =17.38 «——————— La funci6n posee un minimo.

f"(—3.57) = 6(—3.57) + 4=—21.42 + 4

f"(—=3.57) = —17.42 «———— La funcién posee un méximo.
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L (_3.573.. 65.671) na /

2
/ (2.239, 17.343)

-20 20

20

/ (2.239, —32.485)
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Puntos de inflexion y sentido de concavidad

Los puntos de inflexion son aquellos puntos donde la funcion cambia
de concavidad. Si en la grafica la funcion pareciera ir de abajo hacia
arriba, se dice que es concava hacia arriba (o simplemente céncava);
en cambio, si pareciera ir de arriba hacia abajo, se dice que es céncava
hacia abajo (o convexa).

Una manera de visualizar los puntos de inflexion es que, si al trazar
la grafica de una funcién la realizamos en un solo trazo, la funcién no
posee puntos de inflexion, pero si la grafica la realizamos en dos o mas
trazos, cambiamos el sentido del movimiento de la mufieca (esto coincide
con el sentido de concavidad), la funcion poseera puntos de inflexion.

Para hallar los puntos de inflexion hacemos uso de la segunda deriva-
da, ya que donde esta corta al eje x, se encuentre el punto de inflexion.

x3 —9x%+27x — 29

Para hallar los puntos de inflexion y sentido de concavidad:
1. Obtener la segunda derivada de la funcion

f'(x) = 3x* —18x + 27
f"(x)=6x—18

2. Igualar la segunda derivada a 0
6x—18=0

3. Hallar el valor de x

6x =18
18
X=—
6

X =3 <«—— Punto de inflexién

4. Obtener la coordenada del punto de inflexién
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£(3) =32 =9(3)*+27(3) — 29
£(3) =27 —9(9) + 81 — 29
f(3)=27—-81+81-29
f(3)=-2

Punto de inflexién (3, — 2)

Note que la deriva corta al eje x justo donde se encuentra el punto de
inflexion.

5. Para encontrar el sentido de concavidad, tomar un valor antes y un
valor después del punto de inflexién, evaluar ambos valores en la
segunda derivada:

» Si f"(x) > 0 céncava hacia arriba (convexa).

»= Si f"(x) < 0 concava hacia abajo.

= Si f"(x) = 0 punto de inflexion.

x=2 x=4
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f'(2)=6(2)—-18=12-18
f"(2) = —6 (Concava)

f'(4)=6(4)—18=12-18
f"(4) = +6 (Convexa)

6. Escribir los intervalos de concavidad

(—oo, 3)' (3' OO)

x*-4x* + 4
1. Obtener la segunda derivada de la funcién

f'(x) = 4x® — 8x
f'(x)=12x*-8
2. Igualar la segunda derivada a 0
12x*—-8=0
3. Hallar el valor de x
12x* -8 0
2 2
6x>—4=0
6x* =4 <« Punto de inflexi6n
4 2

2 = =
6

3
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2 Co
Xipg=2% |z +— Puntos de inflexién

\3

3 ’
2

4. Obtener coordenadas de los puntos de inflexion

4 2

)] )+

fosn = (2) -4(2)+4

£(0.81) = g— 4 (6) £330

9/ " 9
40 24
16
f(0.81) =
£(0.81) =1.77

4 2

(D5

2

peoan = (-3 -4} o

£(~0.81) = ;— 4 (g) + ?
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40 24
0.81) = -
f(_ ¥ ) - ?

f(~0.81) =1.77

Puntos de inflexion (— 0.81, 1.77), (0.81, 1.77)
| | | |

{ ( 0.81,1.77 (0.81,1.77)
- 2 S
4 0
( 0.816.0) (0.816.0)
2
4
||

5. Encontrar el sentido de concavidad, elegir un valor antes y valor
después de cada punto de inflexion
» Sif"(x) > 0 céncava hacia arriba (convexa).
»= Si f"(x) < 0 céncava hacia abajo.
» Sif"(x) =0 punto de inflexion.



Del primer punto de inflexion

x=—-1 x=0
f'(-1)=12(-1)>-8=12(1)—-8=12-38
f"(—1) = +4 (Convexa)

f"(0)=12(0)*-8=0-38
f"(0) = — 8 (Concava)

Del segundo punto de inflexion
x=0 x=1
f"(0)=12(0)*-8=0-38
f"(0) =—8 (Concava)

f"(1)=12(1)*-8=12-38

f"(1) = +4 (Convexa)

Note que un mismo punto se encuentra entre los dos puntos de in-
flexion

. Escribir los intervalos de concavidad

(—o0, —0.81), (—0.81, 0.81), (0.81, )



Capitulo 3

Calculo integral
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Integrales indefinidas
La integral indefinida de una funcién se refiere a la integral que no es
evaluada con ningun limite y es expresada como una funcion de x e
incluye una constante de integracion.

1. Integral de una O

La integral de cero es igual a una constante cualquiera, ya que la derivada
(procedimiento inverso) de una constante es cero.

f(}dx=C

2. Integral de una constante

La integral de una constante es igual al producto de dicha constante por
la variable mas la constante de integracion.

fadx:ax-i—(?

f2d—2 f5d—5 e =X
X = X X = X f§ X—§X—?

3 3 3x
f—:j—dx=—-x=—-7 fndx=nx f—tdx=—tx

7
fldx=jdx=x
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3. Integral de una potencia

La integral de elevado a una potencia es igual a elevado a la potencia mas
uno y dividido por la potencia mas uno, mas la constante de integracion.

it
fx“= +C
n+1

X112 £2+1 3
xdx = =—+C x2dx = =—4
j 1+1 2 J’ 241 3

Las constantes pueden salir de la integral

fo%ix—Sfx3dx—8xg+1 —E—2x4+c

B o3t

J'xsd J’l s 1J’ 5 1 x5¥1 1 xS x6+C
g =T g TR | ¥R T e T T3 18

Potencia en el denominador

1
Para este tipo de problemas usamos la propiedad 7 = * ™, después de
integrarr nos quedara otro exponente negativo, por lo cual deberemos
1

usar la propiedad anterior al revés x" = — .
x?’L

1 x—2+1 x—l 1
—dx = | x"%dx = = ===+
fxz * fx T 1T T Tk

Recuerda que si el numerado es diferente de 1 al aplicar la propiedad,
este multiplicara a x™.

3 —441 33 1
— —d — —4 —_ _ _ -3 _
Jgdx—f&c dx—SIx dx—3_4+1— —3 =X _—x—3+c
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Si la x™ va acompafiada de un coeficiente, podemos separar la expresion

. . 1 . . :
en dos fracciones dejando — la otra expresion saldra fuera de la integral.

J‘ 2 2 . _fz 1d _ZJ‘ 4 2 a3 x—2_2x—2+c
e 3T ¥=3 3+1 3 —2 —6

Al aplicar la propiedad de regreso, en el numerador quedara solo el
coeficiente que acompafia a x™"

2x~2 2 1 p
-6  6x2 3x2

En este caso, el numerador es un polinomio; al aplicar la propiedad, todo
el denominador debe considerarse un dnico factor, esto evitara confu-
siones. Recuerda que la integral es con respecto de

—-8+1

—-84+1

fza; S f x~8(2a + 1)dx = (2a + 1)[ x~fdx = (2a + 1)

2a+1) x % Qa+Dx7 2a+1 —2a+1+c
eV B+l T = 0

Potencia fraccionaria

Para resolver este tipo de ejercicios, hacemos uso de la propiedad
m . ’ . .

Yx™m = x7 , al integrar, nos quedara otro exponente fraccionario (con

el mismo denominador) por lo que haremos de la propiedad anterior de
m

regreso xn = V/x™,

1 2 3 X2 3
1 x2h X327 x2 T 2x2 2Vx® 2x/x
Vxdx = | x2dx = = ——=1l_-"_ - $f
1, 1,2 3°3°3 3 3
2 2 2 2
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Asi mismo podemos usar esta propiedad

B M — g am

1
1 §+1 5
fsi/idx=5f%/5dx=5fxﬁdx=5f = 2%
§+1

15xix 3xVx
=322,

4 % T¢

En este ejemplo evitaremos tener que usar la ley del sandwich

2V/x3 2 8 21 3 2 3. #3 2 3 8
j 7 dx—fﬁ-x-‘idx—§jxsdx—7-x5 -(§+1)—§-x5 % (g)

2 % (8)_16 5 S
§ TEE) TN

Potencia fraccionaria en el denominador

En este caso haremos uso de las mismas propiedades de los casos pa-

sados; basicamente es la combinacion de estos, quedandonos, pues
1 1 _n

—_— =) m

n xm x%

a
Y para los casos donde usemos constantes —— = =
b Vx™  p.viw b
Una particularidad de este caso es que el exponente fraccionario que nos
quedara sera un exponente fraccionario propio de la misma base (si el
exponente fraccionario originalmente es propio).

En este ejemplo evitaremos usar la ley el sandwich
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f 24 - 3f Bl R ( 2+1) %
——dx= |- Sdx==| xTdx==x == =—-x7-
T 277 r 7 4

7

3 5 /5 15x7 15vVx
Q-2 -5

Potencia casi inmediata

Este caso se caracteriza por usar la propiedad x™ + x™ = x™*™ o bien
T

X . .
Z_ — yn—men cualquiera de los casos anteriores.
xm

1 141 3
J.x\/fdx=fx-x2dx=fx 2dx=fx2dx

5
3 5 x2 5
3d _xiﬂ_xf_T_Zx?_Z x5
f" *=3 . 5 5 B 5
2 2

Si bien el ejemplo puede quedar hasta ahi, la raiz puede simplificar-
se, a partir del exponente fraccionario, y luego aplicar la propiedad
P = % Aot

5 1 1

2x2  2x%2  2x?-xz  2x%x -

5 &5 5  §

x5 x3+1 x4
—dx=J‘x5‘2dx=fx3dx= =—+C

fxz 3+1 4

5x2d _fS 2-64 _5f iy Bog¥e Bx® 5 1 0§ S
gx6 T Jo¥ TG X XTSI T1T9 379 323 27”7

Otra propiedad que podriamos usar es %/a - Vb = Vab

IB%de =315x#x3-x2 =3f%dx= Bngdx
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W=

11 i
3J’ gd —3 g+1 (6+1)_3 1_51 (11)_33x?_33x2§_33x2-x
APaX = 3x 5 mEERINE)TE B B

1
33x2-x§_33x2%?+
5 -5

4. Integral de suma - resta

La integral de la suma (o diferencia) de dos o mas funciones es igual a
la suma de integrales de cada funcién por separado, mas la constante de
integracion.

e 296 £heoldx = [ redx £ [ gax + [ nexdx

17x%  10x*
1

J (35420 - ) e = [srax+ [ 4 ax - [ 2¥/xFax =

1 3 5 9axix  5xVx®  7xVx®
3fx§dx+4jx§dx—2fx?dx= 4\[_-;- o e

+C

f(5+ 17x—10x3)dx=[5dx+f 17x dx—f10x3dx=5x+

Suma — resta casi inmediata (fraccién)

Este caso refiere a cuando una suma — resta de funciones esta siendo
dividida por una funcién de un solo término.

Haremos uso principalmente de dos propiedades:

atbtc a b c

x‘ﬂ
. —

x?'-‘l

En caso de una constante

a
=q x-m

xm
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La fusion de todas estas propiedades resultara en:

xt+ xS+

xm

4x5 — 6x + 10 4x5  6x 10
f (T) dx = J- (F —F-F ﬁ) dx = f(2x5‘3 —3x13 4 5x‘3)dx

J’(2Jc’2 —3x 2+ 5x3dx = f 2x%dx — J- 3x~2dx +J- S5x~dx

3 3
Zszdx—BJx'zdx+5fx'3dx=~%-x——(—~3~)+(—-Eu):nz-}-'-+§—--5——+€
3 X 2x? 3 x 2x?

Fraccion casi inmediata

= xl"M 4 xS"M 4 oy~

Existen casos en que el denominador posee dos o mas partes; para ello
debemos factorizar el numerador con el fin de eliminar al denominador.

f x%2+7x+ 12
— |dx
x+3

Factorizar por trinomio de la forma x* + bx + c, es decir dos niimeros que
sumados den el término lineal y multiplicados el término independiente.

2

x
(x+4)dx=]xdx+f4dx=—+4x+€

[(x + 4) (x +G/)
2

(x%+ 3)

x3 -1
j_,— dx
(xa+x+1)

Aunque no parezca, el numerador es mas grande que el denominador,
en este caso, al estar x elevado a un exponente mayor a 2, usaremos
division sintética.
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2+x+1|x3-1

—xa—xz—x

—x2—-x-1
+xZ2+x+1

0

Gz + 1) — 1) -
(2 +x+4). ‘ dx = (x—l)dx:fxdx—fdx:?_erC

J

5. Integral de E
x

La integral de 1 entre x es igual al logaritmo natural de x

1
f;dx = Ix‘ldx =In|x| +C

Este tipo de integral es sencillo, cualquier constante que acompafie a x
puede salir de la integral.

2 1 1
j—dxzfz-~dx=Zf—dx=2]n|x|+(,'
X X X

L e [k d—ll L e
j_ x_f§ ¥ =g-Infgl==5

sz_f21d fd 2lII 2ln|x|+C
T T ) 7P T7) TS

f?,ad_Bal B Jd_ Tnlx| = Ba-lnlx|C
X = xx X njx| = b 3

La razon por la cual el logaritmo natural lleva |x| (valor absoluto), es
porque la derivada es una funcién (que deriva de otra) por lo cual le
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podemos asignar cualquier valor a x, pero el logaritmo de un nimero
negativo no existe, por lo que se toma su valor absoluto para evitar esto.

Note la siguiente integral, el numerador es la derivada del denominador

=T
x+2x

d
E(x-i—Z):l

Debido a esto, el logaritmo natural tomara como argumento todo el de-
nominador; recuerda x solamente esta elevado a 1 y ademas se acompafia
de otro término

1
j —dx=In|lx+2|+C
x+2

f 2 d —J‘3 : d —3J—1 = 31In| 5|1+ C
% —F X = ¥—5 X = X—S_ njx 2

3 1 1
Jm dx=f3x_de=3J’m=31n|x—5|+C

En este otro ejemplo x posee un coeficiente; note que el numerador es
la derivada del denominador

far
2x+1x

2
fo+1 dx=In]2x+ 1|+ C

f 21 d
7x+5 %

Note que el numerador es multiplo de la derivada del denominador
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f = —f =0 g —3] 7 =31 |7x + 5|+ C
T s o | Gpgs S e T e Sl

Para este ejemplo completaremos la derivada, ten en cuenta que:

a

3 4

a-1=a- Yy =0

®Ii=
A =]

2
J1ox+5dx

2
ij+5'1dx=flox+5'

5 _f 52) 1 _1{ w0
5 =) Tox+5 5%75) Tox+5 ¥

In|10x + 5]
—————+¢C

5

1f 19 = tmposss)=
T s

6. Integral de una divisiéon de funciones

Este tipo de integrales se basan en que el numerador es la derivada (o
casi) del numerador, similar a lo que pasa en el apartado anterior. El
denominador ademas posee un término independiente, el cual evita que
se use la propiedad de la division de potencias de la misma base, pero
por fortuna su derivada es 0.

du
f— = Inju| +C
u

Note que el numerador es la derivada del denominador

J 20x d
10x2 45~
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d
—10x%2+5 = 20x
dx

20x o )
fmdlenll(]x +J[++C.

6x2+5 . N
X =1Injsx X —
f2x3+5x_20d In|2x3 + 5x — 20| + C

En este ejemplo, el numerador es casi la derivada del denominador; para
ello completaremos la derivada, recuerda que:

y_ . e,
y

a
y

J 6x? :
8x3+6

J 6x? , _j 6x? 4-d _ [ (4)6x? ld _1J' 24x? o
46 T ) re AT )eras AT Bl BEEE T
1 24x? 1 In|8x3 + 6|

—f - dx=—=-In|8x*+6|=—+C

4) 8x3+6 4 4

7. Integral de una funcién exponencial de base

La integral de una funcién exponencial de base a es igual a la misma
funcién dividido entre el logaritmo natural de la base.

Este tipo de integrales tiene la peculiaridad de que su resultado in-
cluye a la misma funcién por lo que una forma para resolver este tipo
de integral, siempre que se pueda, es completando la derivada. Es decir,
lograr que el problema incluya la funcién junto con su derivada.

" al[
atdu =
Ina
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f 2%dx

Para resolver la integral, primero identificamos quien es a y quien es u
a=2
u=x

Después obtenemos la derivada de u

du_1
dx

Como el problema contiene a la funcion con su derivada, reemplazamos
en la formula

X

2
X —
fz (Ddx=7=+C

Note como la solucién incluye a la funcién original

f 5%%dx

Identificar a y u
a=>5
u=3x

Derivar u

du3 _
dx x=

Completar derivada
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3x . — 3x_3 — 3x,l' _1 3x(- i
5**-1dx= | 5 de— 5 3(.%)(1!1:_3 5%%(3)dx

3x

53*(3)dx = —
f (3)dx =%

Una caracteristica de las funciones exponenciales es que a pesar de que
su base sea constante, no podemos multiplicarla por otra constante, a
menos de que sea de la misma base en cuyo caso solo los exponentes
que acompaiian a cada constante se ven afectados. Asi también en este
tipo de problemas podemos usar la siguiente propiedad:

an-m - (an)m —_ (am)n

53x B (53)x 3 125%

In5~ In5  InS s

Note que solo los exponentes se ven afectados, esto ya que una de las
bases es afectada por x por lo cual no podemos multiplicar las bases
como tal.

f 2 - 25%dx
f 21 . zﬁxdx i f25x+l dx

Identificar a y u
a=2
u=5x+1

Derivar u

—3x=5
dxx
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Completar derivada

f 25.1:+l -1dx = f25x+1 gdx - %f 25x+1 (l:j)dl

1 25x+1 25x+1

1
EJ 2%+ (S)dx = —-

5 In2 51n2+C

J 49 - 7" dx

Note como transformamos el primer término en otro de la misma base
que el segundo término

J72 " 7?xdx o J 7?x+2dx

Identificar a y u
a=17
u="7x+2

Derivar u
du7 +2=7
—7x —
dx

Completar derivada

7 1
J??’x” +1dx = f?mz 1= dx =;f 772(7)dx

77x+2 7?x+2

1
7 In7  7In7

1 ;
7[ 77x+2(7)dx —

Similar a lo que ocurre al multiplicar una constante por otra igual pero
elevada a x, al dividirlas solo se ven afectados los exponentes.
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7?x+2 7'}’x+2—1 7?x+1
= = +C

7'In7  In7  In7

Derivar u

du
—x=1

dx

x X

. : s ad
Aplicar propiedad (—) ==Y ley de sandwich

a
n be
@ _ & =

n@) m@ «n()

1

SHESY SRS
|
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dx
f 107I+2

Para resolver este ejemplo, la funcién exponencial debe subir al denomi-
nador, los términos del exponente se ven afectados por el signo menos
de la propiedad original de las potencias

flo-ﬁ7x+2)dx = f 10~7*2gx

Identificar a y u

a=10
u=-7x—2
Derivar u

Cor 7 2=-7
dx ¥ -

Completar derivada

~7 1
fw-?x-? - 1dx:f10-'*’x-2-_—7dx :—5110‘7’"‘2-(—7)@

1fm—”—2 (=7)dx = 1 107 10_?H+c
7 =T "7 77

8. Integral de una funcion exponencial de base e

La integral de una funcion exponencial de base es igual a la misma
funcion.

Este tipo de integrales son atin mas sencillas que las anteriores, ya que,
al ser el resultado igual que la funcion original, solo debemos observar
si el problema contiene a la funcion con su derivada.
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J-e”du=e“+C

Jezxdx

Identificar u
u=2x

Derivar u

duz _3
dx *=

Completar derivada

2 1
fezx-ldxzfezx-—z-dx=§J‘Zezxdx

1]221(1 . 2’f—ezx+f:
3] 4 TEET e =

{
J e2dx
Identificar u
o
=3

Derivar

dux_l
dx?2 2
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Completar derivada
x x 7 L | 6%
fei-ldx:fef-idxzZfeﬁ-idx=2f7-dx
x

ez %
fo-dx=2€2+C

1 3x
fﬂeh dx = f(e“)fdx =ferx

Identificar u

Derivar u

du3x_3

dx 2 2

Completar derivada

3x §£
ZJ’BQde 2 3x ez
- ==rpgl =
3 2 3
3x
2e2 e
= +C
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4-dx_4 dx — i =22 g
fezx = fe(Zx)_ J"e x

Identificar u

u=-—-2x
Derivar u

du "
dx o=

Completar derivada
—2 1
4] e . 1dx= 4j e‘zx-_—zdx == 4f e %*. -2dx

1 B 4 3 1 2
—§'4f€ 2x-—2d,'x=—§-e( 2x)=—2-eﬁ=—€?+6‘

9. Integral de una funcién trigonométrica

Al igual que en las funciones exponenciales, este tipo de integrales pue-
den resolverse completando la derivada; cabe mencionar que esto solo
es posible cuando el grado de la funcion es solamente de 1, ya que con
grados mas altos debe usarse algtin método de integracion como cambio

de variable o sustitucion trigonométrica.

Seno
fsim.tdu=—cosu+€

J sin(5x + 3)dx
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Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d5 +3=5
(;Exch -

Completar derivada

5 1
j sin(5x + 3) ‘g dx =gf sin(5x +3)5dx =

1 1
EJ‘ sin(5x + 3)5dx ==- —cos(bx + 3) = —

5 5

Coseno

j cosudu =sinu+C

- ( \/—) f cos\/_

Derivar argumento de la funcién trigonométrica

d 1 1 1

— 2= ——=

dx ZX% Z_\/}
Completar derivada
cos(\f_) cos(ﬂ 2 =2 cos(\/_) d
= —dx
T x ~— G 2 IR

cos(\/_) 1

— 5 2dx—251n(wc)+c

Recuerde que lo que esta en azul simplemente desaparece.

cos(5x + 3
sGE+a) o
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Tangente

Jtanu du = —In|cosu| + C = In|sinu| + C
ftan(?,xz)x dx

Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d
—3x% = 6x

dx

Completar derivada

6 1 1
f tan(3x?%) x - gdx = —f tan(3x?) x - 6dx = gf tan(3x?) 6x dx

6

. . . . Y sinx

Aplicar identidad trigonométrica tanx =
COsS X

1 ( sin(3x?
—f¥6x dx
6 s(3x2
La derivada de sin x es cos x - x'
1 [ sin(3x?) 1 ) In|sin(3x2)]
— | ———=6xdx =—-In|sin(3x?)| =——+C
6Jcos(3x2) x dx =< n|sin(3x4)| A +
También,

gfcos(sz) Ll

La derivada de cos x es —sin x - x' pero nos hace falta el signo negativo



3. Clentlo integral 155

sin(3x2%)
—(— )fcos(j 5 (~D6x dx

El signo negativo puede afectar a lo que queramos, en este caso al seno,
pero también debe afectar a lo que esté fuera de la integral

1 [ —sin(3x?) 1 In|cos(3x?)|
w2 A 3x2)=———" "1
6_[ os(3x) x dx - n|cos(3x?)| = +

Cotangente

fcotudu = In|sinu| + C

f cot @x) dx

Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d 2 s

dx3" 73
Completar derivada
J‘ t(z )-2-3d _3f t(z )_Zd
co 3x 32x—2 co 3x 3x
BJ’ t(2 ) 2d
5 | cot{zx) Fdx

Cos x
Aplicar identidad trigonométrica cotx =

sinx

EJ. ” ‘de
2 sin(zx) 3

3
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La derivada de es

+ C

chos@x).z 3

2 sin(%x) 3dx =E'1“

Secante

Sin(2)| _3In]sin )

3 2

fsecudu = In|secu + tanu| + C

J 3xdx 3 J’ xdx
cos(2x2) cos(2x2)
Derivar argumento de la funcién trigonométrica

d
—2x°% = 4x

dx

Completar derivada

BJ’ xdx 4_13}’ xdx 4_3J’ Axdx
cos(2x2) 4 4 cos(2x2) 4 ) cos(2x?)

Separar fraccién g =

3[ iC At
4 J cos(2x?) o

a

= =

. . . . - 1
Aplicar identidad trigonométrica ooy = seex

3 3
Zf sec(2x?) - 4xdx = Z- In|sec(2x?) + tan(2x?)]
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3 In|sec(2x?) + tan(2x?
|sec( 1 ( )|+C

Cosecante

jcscu du = —In|cscu + cotu| + C
dx

)

Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d x 1 1
bV S ——\E——
dx 3 3 dx 3 zf 6«&

Completar derivada

dx 1 dx
e

L . . o 1
Aplicar identidad trigonométrica Ty = osex
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o) e (D))

3) 6Vx

CcsC (g) + cot (\/3—})‘ +C

Secante al cuadrado

—61n

f(secu)zdu = fsec2 udu =tanu +C

- 1
sec? (5x 1 1
fﬁdxz—fsecz (ix)dx

3 3

Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d1 1

dx2" "2
Completar derivada

o () =4 o () o3 o
3 | sec*(5x) gdx =7 | sec®(Sx Sdx =25 | sec*(ox

1
ZJ' 2(1 ) ld _2 " (1 )_Ztan(ix)_l_c
3 sec 2x 5 x—3 an 2x = 3

ld
54X

Cosecante al cuadrado

fcsczudu= —cotu+C

x2dx
Jc052(2x3) -1
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Aplicar identidad trigonométrica sin® x + cos> x =1 > sin* x=1 —
cos? x

J‘ x2dx _J’ xZdx
cos2(2x3) -1 J sin?2(2x?®)

b
c

h=

a
—n a
[

.. _ab
Separar fraccion — =
c

J x2dx _j 1 24
sin?(2x3) ) sin2(2x3) e

L . . - 1
Aplicar identidad trigonométrica -

S— = csc?x
n2x

1
= wzam | sestrasay. g2
jsin2(2x3) x“dx jtb(. (Zx7)~x%dx

Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d
—2x°® = 6x?

dx

Completar derivada
6 1
f csci2x®) - 22 -gdx = Ef csc?(2x3) - 6x%dx

cot(2x3
_sot(2x7) |
6

1 1
gf csc?(2x?) - 6x?dx = == cot(2x®) = c

Secante por tangente

Jsecutanudu: secu+C

sin(3x) dx _ sin(3x)dx 3 sin(3x)dx
j cos2(3x) ~ ) (cos3x)? _fcos(gx) - cos(3x)
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Separar fraccion i, gh.n ‘b
p ! ed c¢d ¢ d
J sin(3x)dx J sin(3x) 1

cos(3x) - cos(3x) - cos(3x) cos(3x) o

sinx
Aplicar identidad trigonométrica _ —

=tanx

Aplicar identidad trigonométrica = secx

COS X

J tan(3x) sec(3x) dx
f sec(3x) tan(3x) dx

Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d3 =3
dn

Completar derivada

sec(3x)
3

Jsec(:%x)tan(:’%x) -gdx = %J sec(3x) tan(3x) : 3dx = % -sec(3x) =

Cosecante por cotangente

J-CSC ucotudu = —cscu+C

J’ CscC (%) cot (%) i

13

+C
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Derivar argumento de la funcion trigonométrica

d 2 4

dx7x2 " 7x3

Completar derivada

we(Z)erl) o o 7 pee()el) s
J’ x3 7 4 _—ZJ’ x3 -—§dx
2

_ZFSC(%)C‘“(@) P L )zL(?%‘)
4

+C
4 x® 7 4

Tx?2

10. Integrales que producen una funcién trigonométrica
inversa

Este tipo de integrales se caracterizan por ser fracciones donde el de-
nominador posee dos términos que tienen raiz cuadrada, ademas, el
numerador contiene la derivada de la variable en cuestion, por lo que de
igual manera podemos completar la derivada si es necesario.

Arcoseno

f du . . (H) n C
N = arc sin p

J dx
V25 — 4x2

Identificar a® y u?
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Obtener raices cuadradas

a=5
Vi = &2
= L

u=2x

Sustituir valores

j dx ) (Zx) 2
——— = arcsin|—

V25 — 4x? 5
Arcocoseno

La férmula es la misma para el arcoseno, la diferencia radica en que el
numerador (que es la derivada de u) lleva un signo negativo.

j —du _ (u) iy,
m = arccos -
—xdx

V49a® — 36x*

Identificar a® y u®

a? =49q®

u? = 36x*
Obtener raices cuadradas

V@ = Va3

a="7a3
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Ju? = /36x*

u = V364 x*
u = 6x?

Obtener derivada de u

duﬁ 2=12x
d e

Completar derivada

—xdx 12 1 f —12xdx

V4945 — 36x% 12 12 ) /4946 — 36x*

Sustituir valores
6x2
1 —12xdx 1 g R b
— = —arccos — +C
12 ) V4946 — 36x* 12 7a3 12
Arcotangente
du 1 u

fm = Earctan (E) + C

e?*dx
f 4 + et*

Identificar a® y u?

4

a’ =
u2 — e4x
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Obtener raices cuadradas

Jaz =4

a=2

Juz = Je*
1 4x
u= (e’jfx)i —e2

u=e**

Sustituir valores

m =§arctan 5 = > 4+ C

| an (€22
j ezxdx 1 (e2x) darctan >
Arcocotangente

J' —du 1 t(u) & C
—F = —arccoti—
at4+u® a a

J(—l +x)d
1+x2)%
o ath a b
Separar fraccion 7 =34t 754
J‘(—1+x)d f—ldx+f xdx
Az =
1+ x2 1+ x? 14 x?
Primera integral

f—dx B
1+x2
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Identificar a® y u?

Obtener raices cuadradas

Jaz =1

a=1
Jii =
u=x

Sustituir valores

[ 2 — Larccot (i) = arccot(x) + C
1+x% 1 !

Segunda integral

f Xdx
1+ x*

Completar derivada

f xdx 2_1f2xdx
1+x2 2 2)1+x2

du
Aplicar férmula f ~ = Inlul

_ In[1+x2|

%ln]1+x2| +£

Juntar partes

~dgx z
f( = )dx = arccot(x)+]—rl-|-1;+x—|+6'

1+x2
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Arcosecante

du 1 u
f— = —arcsec (—) +C
uvu? —a? a a

Este problema es interesante, ya que tenemos al mismo tiempo u y u?

u=x3_)u2=(x3)2=x6
— —)1{u2:1jx6:x

Encontrar a

3SR eg}

:x3

2:9

Q

V9

Q
I
w

Derivar u

du

W 2
dx

x3 = 3x

Completar derivada
x*de 3 1 J‘ 3x%dx
x3Vx6—9 3 3 ) x3/x6—9

Sustituir valores

+C

2
1 1 x3 1 x3 arcsec(%)
— r—-arcsec (—) = —arcsec (—) =
3 3 3 9 3 9
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Arcocosecante
1 u
———— = —arccsc|—)+ C
f uvu2—qg¢ a (a)

—xdx

f4xv 16x2 — 100

u=4x->u*=(4x)*->u’=16x"

16x2 » u = V16VxZ - u = 4x

16x% = Vu2 =

H- =

Encontrar a

a’> =100
Ja? = V100
a=10

Derivar u

du

—16 ¢=132

Completar derivada

32

—32xdx

j —xdx _
4xvV16xZ — 100 32

Sustituir valores

1
32 f 4xV16x2 — 100

4x
1 —8xdx 1 1 (4x) _arcesc (10)
4xviexz —100 32 10°°“\10 320

arccsc (io) _ arccsc (ZTX)
320 320
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Integrales definidas — Area bajo la curva

La integral definida es un concepto utilizado para una superficie bajo una

funcién limitada por valores de x y al eje x. Las integrales definidas se

representan de la misma manera que las indefinidas, pero los limites se

afiaden como subindice y superindice en el signo de integracion.
Para realizar el calculo de integrales definidas:

» Integra la funcion de la misma manera en la que lo harias en una
integral indefinida

* No incluyas la constante de integracién

» Evalda el resultado de la integral entre los limites dados y resta los
valores, restando el valor obtenido al sustituir el limite de integracion
superior menos el obtenido al sustituir el limite de integracion inferior

b
j fG)dx = x (b) - (@)

xax = —
2 2

Evaluar limites de integracion
(5> - (3)*=25-9=16u"

La funcién que acabamos de integrar es una funcién lineal; si bien al
integrar obtenemos x?, su representacion grafica sera una linea recta.
Los limites de integracion son lineas rectas paralelas al eje x que al ser
intersecadas por la funcion, se formara una figura geométrica que se
puede descomponer en un rectangulo y un triangulo. La base resulta ser
la distancia entre cada limite de integracion.
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i
(4]}

10

4u
2u

6u

2u

Comprobar area

g = B
172
A1 = 4u?
A2=2-6
Az = 12u?

ATotﬂi = Al + Az
Ar = 4u® + 12u?
AT = 16'”.2

Ya que el area se encuentra por arriba del eje x, nos da un valor positivo

f(x+2)dx=—+2x
0 2
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Evaluar limites de integracion

3)? 0)? 9
%+2(3)—%+ 2(U)=§+6—0=4.5+6= 10.5u?

y

5
=

Comprobar area

" _3-3
7
” 9
172
A1 = 4.5u?
A2=3-2

Az = 6u?
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Arotar = A1 + A,
Ap = 4.5u? + 6u?
Ar = 10.5u?

0 2x2
Pydy=——=x*
j_z X dx ) X

Evaluar limites de integraciéon

(0)2 = (=2)2 =0 — (4) = —4u?

0
f 2x dx
g

Ya que el area se encuentra debajo del eje x, el valor del area nos dara
negativo. Sin embargo, las areas negativas como tal no existen, por lo
que debemos tomar el valor absoluto del resultado.

La figura geométrica que se forma es un tridngulo, ya que uno de los
limites de integracion es el punto de origen (0).

= 4q?

y

4u
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2:4
2
A = 4u?

A=

En este otro ejemplo ocurre algo que debemos tomar en cuenta.
0 /x2+8x+15

j TIET) ax
_4 x+5

Factorizar el numerador por trinomio de la forma x* + bx + ¢, para
encontrar una expresion equivalente mas facil de integrar.

0 Efc“%i)(x +3) ~ 0 y
J—4( (x+5)_ ) dx = J_4(x+ 3) dx =5 +3x

Evaluar limites de integracién

2 —4)2
()+3(0) ( )

R 4)] [——12] —[8 = 12] = —[—4] = 4u?
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Comprobar area

. 33
1=y
49
1=3
A1 = 4.5u°
1-1
2=
Az =0.5u2

ATotai = Al + Az
Ar = 4.5u* + 0.5u%

AT = 51!.2

El resultado obtenido al evaluar los limites de integracion y el resultado
obtenido geométricamente no coinciden. Esto se debe porque al evaluar
en 0, el resultado nos da precisamente 0, por lo que no obtenemos el
resultado cuando el area se encuentra por debajo del eje x.
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Para evitar este error:
1. Hallar la raiz de la ecuacion, es decir, el valor en x que hace que la
ecuacion nos dé como resultado 0 (corte al eje x).

x+3=0
x=-3

2. Separar la integral en dos; la primera integral llevara el limite superior,
y el valor de corte al eje x. La segunda integral llevara como limite
superior el valor de corte al eje x y al limite inferior.

f_o (x + 3)dx + f__g(x + 3)dx

3. Ya que sabemos que una de las integrales nos dara un resultado ne-
gativo, debemos tomar el valor absoluto de ambas integrales.

fo (x + 3)dx

+ _B(x + 3)dx
I

-3
4. Integrar
0 %2 0
f (x+3)dx| = |[—+ 3x
- 2
-3
-3 2 -3
f (x +3)dx| = [—+ 3x
4 2 _4

5. Evaluar limites de integracion y comprobar resultado geométricamente
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O 30 - [+ 3(—3)” +[E 45 - [(_; Ly 3(—4)H
o-fz-o]+ Iz-g-l—-lzll
B2

-+ ---[-zll

9 9 8

2T T e

9 )

20712

9 1 10 o

B - 5= = 5u? Los resultados coinciden

Comprobar el resultado geométricamente es muy importante, especial-
mente cuando tenemos un area por debajo del eje. No obstante, al hallar
el area bajo la curva de ecuaciones cuadraticas, ecuaciones ctibicas y de
ecuaciones de mayor grado, esto se vuelve imposible ya no existe una
forma de calcular directamente una figura curveada.

Antiguamente se usaba el método por agotamiento, que consistia
en colocar rectangulos de area conocida, todos del mismo ancho, que
abarquen toda el area para después ir disminuyendo el ancho y con ello
aumentar mas el nimero de rectangulos que quepan bajo el area con ello
se conseguia una aproximacion del area bajo la curva la cual iria siendo
cada vez mas exacta conforme mas rectangulos cupieran bajo la curva.

2
2 3 41.2 x3
J (X’ +4x+4)dx =—+—+4x = —+ 2x% + 4x
0

3 2 3
e
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Evaluar limites de integracion

3 3
% +2(2)% +4(2) - % H2W A0

8
5 +2(4) +8—[0] = 2.67 +8 +8 = 18.67u?

y ¥

20

-10 -5 LY 5 10 * -2 4 *

Aproximacion del area
Método por agotamiento

2 x*  2x3  x2 2
f (3 =-2x*—-x+2)dx=——-——-——+2x
1 4 3 2
1
Evaluar limites de integracion
2)* 22y (2 (0* 2(1)° (1)
: T3 2 P

16 2(8) 4 1 2(1) 1
+ _[4 5 2 2]
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-2 a2 Loy
3 i3 27
4—-533—-2+44—[0.25-0.66— 0.5 + 2]

0.67 — 1.09 = —0.47u?

Como el resultado nos dio negativo, debemos considerar el valor absoluto

x3 —2x% — x+ 2) dx| = 0.47u?

En este ejemplo tendremos “dreas positivas” y “areas negativas”, el pro-

blema es que no podemos hacer la comprobacién geométrica ya que, si

integramos directamente, las “areas negativas” se restaran con las “areas

positivas™ alterando asi al resultado, ante esto debemos separar la integral

tomando como limites intermedios los valores que cortan al eje x.

4 3 2 4
2% bx

= x
3 _2x2-5x+6)dx=——-——-"-+6
_3(x X x4+ 6)dx 2 3 > X .

1. Encontrar las raices de la ecuacion
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x3-2x*=5x+6=0

1 -2 -5 6 x—1=0
1 1 -1-6 ¢~ 1@ —x—8) :>x1:1
‘1 -1 -6 0 (x—l](x+2)(x—3) x+2=0
12:_2
x=1
(x_l) x_3=0

2. Separar la integral, la primera integral tendra el limite superior original
y como limite inferior el valor mds alto de x que corta el eje x

4
f (x* —2x* —5x + 6)dx
3

La siguiente integral tomara el valor anterior como limite superior y
como limite inferior tomara el valor intermedio de x

3
f (x3 —2x% — 5x + 6)dx
1

De igual manera, para la otra integral tomamos el valor anterior como
limite superior y como limite inferior el valor mas bajo de x

1
j (x3 — 2x% —5x + 6)dx
-2

Una vez mas, tomamos el valor anterior como limite superior y al
limite inferior original.

-2

(x3 —2x2 = 5x + 6)dx

-3

4 3 1 2
j (x% — 2x* = 5x + 6)dx +f (x% — 222 —5x+6)dx+j (x® — 2x? —5x+6)dx+j (x* — 2% — 5x + 6)dx
3 1 2 3
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3. Tomar el valor absoluto de las integrales

4
I (x? — 2x% — 5x + 6)dx
3

4. Integrar

4
f (x® — 2x% — 5x + 6)dx
3

3
J' (x3 —2x? — 5x + 6)dx
1

-2
f (x® = 2x%2 — 5x + 6)dx
-3

5. Evaluar limites de integracién
Primer integral

a
+ U (x* — 2x% — 5x + 6)dx| +
1

1
(x3 —2x? — 5x + 6)dx| =
=

1
I (x? — 2x% — 5x + 6)dx| +
-2

-2
J’ (x® — 2x% — 5x + 6)dx
=3

x*  2x3 5x2+6 4
———— —— - bX
4 3 2
3
x¥ 2x° 5x2+6 3
ZE2 3 2z ™
1
x¥ Dx8 Sch_I_6 1
2 3 37 ¥
-2
xt  2x% 5x2_|_6 —2
=|—=—=-—4+6x
4 3 2
-3

4 3 2 4 3 2
(ﬂ;) 2(;:) 5(;%) +6(4) — |(3) 2(3) 5(5) +6(3)”
256 2(64) 5(16) 81_2027) _50)

4 3 2 +(24)_|T_T_ 2 18”
s B0 o 3025—5—4—E+13“

3 2 3 9

|88 — 42.66 — 40 — [38.25 — 18 — 22.5]
|5.34 — [—2.25]|

5.34 + 2.25| = 7.57u?
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Segunda integral

3)* 2(3)% 5(3)2 ¢ 20 501
()_()_()+6(3) |() () ()+6(1)”
4 3 2
81 227) 5(9) 1 20 5,
23 2 BT
2025 -2 254 18 IU w52 5%, 6”
' 3 2 =T 2
|20.25 — 18 — 22.5 + 18 — [0.25 — 0.66 — 2.5 +6]|
|—2.25 — [3.09]
|—2.25 — 3.09| = |—5.34| = 5.34u?
Tercera integral
(D* 2(1)* 5(1)2 (—=2)* 2(-2)* 5(=2)*
2 3 2 T Tt +6(_2)”

1 2(1) 5(1) 16 2(-8) 5(4)
i3 7 " [4 "3 g % 12)”
1

16
0.25—-0.66—-254+6— [4+?— 10 — 12”
10.25 — 0.66 — 2.5 + 6 — [4 + 5.33 — 10 — 12]|

13.09 — [-12.67]|
13.09 + 12.67| = 15.76u2

Cuarta integral

e 46— | ————=+(-12)

1 2(1) 5(1) 16 2(-8) 5(4)
4= 3 2 4 3 2 ”



3. Clenlo integral 181

16
0.25 - 0.66 — 2.5+6—I4+?— 10 - 12“

(3 237 _S5(-3)
[4 3 | 2

(—=2)* 2(-2)® 5(—2)*
& 3 2

|4 +5.33 —10 — 12 — [20.25 + 18 — 22.5 — 18]|
| —12.67 — [20.25 + 18 — 22.5 — 18]

|-12.67 — [—2.25]|

|-12.67 + 2.25]

|- 10.42| = 10.42u?

+6(—2)—

+o(-3)

Juntando partes

7.57u® + 5.34u* + 15.76u” + 10.42u* = 39.09u*

¥
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Area entre funciones
El area comprendida entre dos funciones es igual al area de la funcion

que esta situada por encima menos el area de la funcion que esta situada
por debajo.

b
f l9(x) = F(O)ldx

Area entre dos curvas

§
I

a b a b a b - ! =

b b
A= / flx)dr — / gla)dx
b
A= / |jf:} _q{.r]|if.i'

Para hallar el area entre dos funciones:

fx) =x*
g(x) =—x*+ 4x

A) Hallar los puntos de interseccion

Los puntos de interseccion son los limites de integracion e indican donde
inicia y donde termina el area entre dos funciones.

Para hallar los puntos de interseccion, debemos igualar ambas ecua-
ciones y despejar x.
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x?=—x*+4x
X’ 4+x*—4x=0
2x2 —4x=0

Factorizamos por término comtn para obtener los valores de x (puntos
de interseccion)

2x(x—2)=0
x1=0 x—2=0

X2 =2
Puntos de interseccion
B) Tabulacién
Esto se realiza con el fin de representar el problema en cuestién de ma-
nera grafica.

Al evaluar los puntos de interseccion obtendremos el mismo resul-
tado en y en ambas ecuaciones.

4 0 =« » 0 (4,0)
3 -3 — »-3 (3,-3
2 =4 0

1 -3 3

i] 0 - ] (0,0)
-1 5 =15

-2 12 —48

_3 21 -105

-4 3z -192

=5 45 —315



184 | Cilenlo diferencial e integral con dlgebra

C) Grafica

Note los puntos de interseccion y el area entre funciones.

)

I

9 (0.0)

D) Integracion

Para hallar el 4rea entre dos funciones, debemos hallar la integral de la
funcién que pasa por arriba menos la funcién que pasa por abajo, tomando
como limites los puntos de interseccion; el limite superior sera el valor
mas alto y el limite inferior el valor mas bajo.

2
J’ [—x2 + 4x — (x?)]dx
(1]

2 2 2
J’ [—x? + 4x — (x®)]dx = J (=x% + 4x — x)dx = f (—=2x? + 4x)dx
0 0 0

fz( 2x% + 4x)dx = 2x3+4x2_ 2x3+2 o
. X X)ax = 3 5 3 X

0
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Evaluar limites de integracion

2(2)3 2(0)3 2(8)
3

+ 2(0)2] == 2(4) — [0]

+2(2)? -

16
—5 +8-0=-533+8=267

A=2.67u?

En este otro ejemplo tendremos tres puntos de interseccion:
fx) =x*—4x

g(x) = —x*—6x* + 8x

A) Hallar los puntos de integracion

x? —4x =x%—6x*+ 8x
x3—x?—6x*>+4x 4+ 8x =0
X3 —7x*4+12x=0

Factorizamos por término comuin
x(x*=7x+12)=0

Factorizamos por trinomio de la forma x* + bx + ¢
x(x—=3)(x—4)=0

Obtenemos lo valores de x

xX2=73 x3=14

Puntos de interseccion
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B) Tabulacion

Al evaluar los puntos de interseccion, obtendremos el mismo resultado
en y en ambas funciones.

& bt i (4,0)
3 e ——— (3,-3
2 —4 0

1 =3: 3

0 B e e e ) (0,0)
=1 5 =15

= 12 —48

-3 21 —105

—4 32 -192

== 45 -315

C) Grafica

Note (de derecha a izquierda) cémo en un tramo f(x) se encuentra por
arriba y luego por debajo; g(x) se encuentra primero por debajo y luego
por arriba.
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D) Integracion

Al tener dos tramos, el area entre las funciones sera igual a la suma del
area de cada tramo por separado, es decir:

c b
f [F00) — gOoldx + f [9(0) - F(0)]dx
b a

En la primera integral tomaremos como limite superior el punto de in-
terseccion mas alto y como limite inferior el punto de interseccion de
valor medio; para la segunda integral tomaremos como limite superior
el punto de interseccion de valor medio, y como limite inferior el punto
de interseccion de valor bajo.

Tramo donde f(x) pasa por arriba A1 Tramo donde g(x) pasa por arriba Az

4 3
j [(x? — 4x) — (x® — 6x% + 8x)]dx + f [(x3 — 6x% + 8x) — (x* — 4x)]dx
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Primer tramo
4

A, = f (62 —sdor) = (42— 6x® + Bl
3

4 4
j (x% — 4x — x® + 6x% — 8x)dx = j (=x3+7x% — 12x)dx
3 3

x* i 7x3  12x2 3 x4 4 7x3 6x? 4
43 2 a3 X
3
Evaluar limites de integracion
4)*  7(4)3 3D+ 7(3)3
1’511:—Q () - 6(4)% - —Q+ (3) —6(3)?
4 3
256  7(64) 7(27)
——+—=-—56(16) — ——+——6 9
4 3 (16) | 4 3 ©)

448 189
—64 + = 96 — [—20.25 + 3 54]

—64 + 149.33 — 96 —[—20.25 + 63 — 54]
~10.67 — [-11.25] = —10.67 + 11.25 = 0.58
A1 = 0.58u>

Segundo tramo
3
&, = [ [(x® — 6x2% +8x) — (x% — 4x)]dx
0

3 3
J (x3 —6x2 +8x —x% + 4x)dx = j (x3 — 7x? + 12x)dx
0 (4]

x4 7’x3_+_12x2 x4 7x3+623
4 3 2 4 3 %

0
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Evaluar limites de integracion

@* 73)»° . [©@*
dy Bk AR [
81 7(27)

S o 2l (1]

189
20.25 — ER + 54
20.25 — 63 + 54 = 11.25
Az =11.25u?
Area total

Ar = 0.58u? + 11.25u?
Ap = 11.83u2

7(0)3

3

+ 6(0)zl
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Métodos de integracion

Para las operaciones algebraicas, existe un algoritmo que permite ob-
tener el resultado deseado; en el calculo diferencial, la derivada posee
su propio procedimiento a través del método de los cuatro pasos. Sin
embargo, la integracion de funciones no cuenta con un algoritmo tinico;
“aunque se sabe que la integral de una expresion diferencial dada exis-
te, puede ser imposible obtenerla en términos de funciones conocidas”
(Granville, 1963).

Esta condicion conlleva la necesidad de contar con diversas estrategias
que ayuden a determinar la antiderivada; en algunos casos, los métodos
de integracion ofrecen una de las alternativas que permiten encontrar una
solucion exacta. Su relevancia se debe a que brindan la posibilidad de
transformar ciertas expresiones matematicas en expresiones algebraicas
equivalentes que pueden ser ubicadas en una de las multiples tablas de
integracion para integrar la funcion estudiada de manera precisa.

Integracion por cambio de variable

A diferencia de las derivadas, en las cuales contamos con la regla de la
cadena (dos expresiones multiplicandose), en la integracion no tenemos
un proceso inverso a la regla de la cadena, y desarrollar la expresion seria
tardado y nos daria un resultado exageradamente largo.

Este método de integracion se fundamenta en que una expresion resulta
ser la derivada de la otra.

f(3x3 + 4x2)7(9x? + 8x)dx
Note que (9x* + 8x) es la derivada de (3x*® + 4x?)

f(3x3 + 4x?)7(9x? + 8x)dx

u du
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Obtengamos la derivada de u con respecto a x
u=3x>+ 4x*

d
22 = (3)3x%71 + (2)4x2
dx

du_gz g
dx—x-l-x

Debemos dejar solo al diferencial de u (du) por lo que tenemos que
despejar al diferencial de x (dx).

du = (9x* + 8x) dx

Realizamos el cambio de variable, como nuestra expresién ahora sera con
respecto a u debemos pasar de dx a du (lo cual realizamos anteriormente).

f u’du

Integramos

u7+1 uS
“du = ( =—
Ju u=g1T 8

+C

Una vez integrada la expresion, devolvemos al valor original

u® fi (3x3 + 4x?)8

8 + 8
Jx2(2x3 — 5)*dx

+C

En este caso, una expresion es casi la derivada de otra

J£(2x3 — 5)"‘d_x
du u
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Note ademas que la expresion que sera la derivada de u (du) puede no
estar al lado del dx
Obtengamos la derivada de u con respecto a x

u=2x3-5

du

— = (3231 -
——=(3)2x 0

du - 622
E = 0Xx
Despejamos dx
du = 6x*dx

El problema contiene x*dx y no 6x*dx ante ello, despejamos el 6

du 24
= = x%dx

Realizamos cambio de variable y de diferencial

| O = | ()" < du

1 . .
Al ser ¢ una constante puede salir de la integral

Devolvemos u al valor original

LA ) Y
30 o 30
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En este otro caso, nuevamente una expresion (numerador) es casi la
derivada de la otra (denominador)

(3 —4x)dx
V3x —x2-2

De manera rapida podemos saber que la derivada de una expresion sera
aquella que posea x elevada a un exponente de menor grado o que tenga
solamente el coeficiente

3x = 3 : u=3x—-x%-2

2 du
x° = 2x Y 3y
dx

du = (3 — 2x)dx

El numerador es casi a derivada ya que tiene 4x en lugar de 2x. No obs-
tante, podemos manipular el problema de la siguiente manera:

J’ (3—=2x —2x)dx

Vv3x—x2-2
S la £ ., aibic_a_}b{_c
eparamos la fraccion —g —gaats
a b a -b
Ademds —=—-——=—+4 —
demas T3 =gt

J‘[ (3 — 2x) n —2x ]dx
V3x—x2—-2 +3x—x2-2

Para que el numerador de la segunda expresion sea la derivada del deno-
minador hace falta "3", este lo podemos agregar de la siguiente manera:

x+y—-y=0

J‘[ (3 — 2x) n 3—2x—3]dx
V3x—x2—2 V3x—x?2-2




194 | Cilenlo diferencial e integral con dlgebra

La segunda fraccién la volvemos a separar

(3-2x) 3—-2x -3
f = + = dx
V3x—x2-2 \/3)(—;1:3—2 V3x —x2 -2

En la tercera fraccion, al no tener en el numerador, serd mas facil inte-
grarlo.
Aplicar propiedad [ (u + v)dx = fudx + [vdx

(3 —-2x) & (3 —-2x) q +J -3 d
—dx —dx ——dx
V3x —x?2-2 V3x —x%2 -2 V3x —x2 -2

Tenemos dos veces la mima expresion asi que podemos simplificar

3-2 -3
idx{.f—dx
V3x—x2-2 V3x—x2-2

Cambio de variable, recuerda que:

u=3x—x*—2
du= (3 —2x)dx

u -3
T,
3x —x2 -2

Sacamos la constante de la segunda fraccion
2 J W =) f L g

—— el ————dx

Vu V3x = x% =2
5 f du % J‘ dx

Vu W3R — X2 — 2
Factorizamos el radicando en el denominador de la segunda expresion

3x —x? -2
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Reordenamos términos

—x*—3x-2

Extraemos el signo negativo (—a+ b +c)=(a—b + ¢)
—(x*—3x-2)

La idea ahora es obtener un T.C.P, pero no es el doble de la raiz cuadrada
de 2. Asi que debemos recurrir a completar el T.C.P, recuerda que x +

y—y=0
Para ello, haremos el procedimiento inverso de T.C.P, es decir, dividimos

3 entre 2 y todo eso lo elevamos al cuadrado, el exponente se distribuye
al numerador y denominador

3\? 3\2 32 32
2 o 2
—lx +3x+(§) +2—(§)l——lx +3x+?+2—§

I2+3 +9+2 ﬂ
51 X m 2

Obtenemos T.C.P, recuerda que el otro término es la raiz cuadrada de
x%, 0seax

LR CHE

Observa que el segundo término posee raiz cuadrada exacta

[+ -]
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Quitamos el signo negativo que quedo fuera del paréntesis

(—a+b+c)=(—a+b—0c)
9N (1)
[‘("*z) +(3) ]
Reordenamos términos (—a + b) = (b — a)
1y 9\’
[G)‘@*ﬂl
Volviendo a la integral

f__gf\l

x+4)
licar formula —oo— = -
Aplicar férmula m = arc sen (EJ
JE|
1
JZ x+4)
v
9
du x+1
F—B arc sen -1_
2
Simplificar
Xy
?—y
4x 9
du o i
2| ——3-arcsen 4 4
u
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4x + 9
du =
2| ——3-arcsen
u |
2
a
p _ad
Aplicar ley del saindwich 5 " be
4x +9
du 5,
——3-arcsen
2
du [2(4x + 9)
2| ——3-arcsen|——
Vu |
5 du 3 2(4x + 9)]
— —3-arcsen
Vu | "2
4x + 9
f——3 arcsen( > )

Para integrar la primera fraccion

1
Aplicar propiedad vx = x2

du 4x + 9
2[——3-arcsen( 5 )

ul/2

1
Aplicar propiedad — = x72
x2Z

1 4x + 9
qu 2—3-arcsen( 5 )




198 | Cilendo diferencial e integral con dlgebra

Integrar
1, X
u"z" 4x +9 _uz 4x +9
ar— —3'arcsen( ) C=Z'T—3-arcsen( )+(;
-5 +1 .
1
uz
1 arc sen( = ) i
2
a
p _ad
Aplicar ley del séndwich % "~ bc

1
2uz 4x +9 1 4x +9
Z-T—S-arcsen( )+C=4u2—3-arcsen( )+C

B =

Aplicar propiedad x2 = Vx

4x + 9
4x/_—3-arcsen( )

Finalmente devolver u al valor original

4x + 9
4~‘#3x—x2—2—3[arcsen( 5 )]+C

Integracion por sustitucion por partes

A diferencia de las derivadas, no existe una férmula para poder integrar
cualquier producto de funciones. Lo mds cercano que tenemos a una regla
para integrar producto de funciones es la integracién por partes. Curio-
samente, se basa en la férmula para derivar un producto de funciones.



3. Clentlo integral 199

Regla del producto
d _dv du
7 (uv) = udx+ e

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por el diferencial de x (dx)

g Id l_d [ dv+ du]
xa(uv) =dx ua va

Integrando ambos lados de la ecuacion

Jd-(uv)=f(u-dv+v-du)

f%(-(uv)=fu-dv+fv-du
uv=fu-dv+fv'du

Despejando...

Foérmula integracion por partes

J-u-dv':uv—fv-du

J(xln x)dx

Para elegir qué expresion sera u y cual dv nos guiaremos de la nemo-
tecnia ILATE, el cual representa el orden de importancia de izquierda a
derecha de las funciones que se tengan

I - Funciones inversas [arcsen(x)]
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L - Funciones logaritmicas [In x]

A - Funciones algebraicas [x?]

T - Funciones trigonométricas [sen(x)]
E - Funciones exponenciales [€¥]

(xInx)dx
A L

A>L
J‘ (x Inx)dx
dv u
Encontrar vy du
Derivando Integrando
u=Iln x dv=x
1!
du = — jdv=fx
X
g
V==
2

Sustituir valores en la féormula

uv=fu-dv+fv-du

x2 x2 1
J]nx-xz]nx —_—
2

2 x
l _ Inx(x?) x?
f neEE T 2x
n n-m
Aplicar propiedad = X
ax™ a
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f!nx-x= lnx(xz)_fxzi:lnx(xz)_ff

2 2 2
¥ 1
T
e &
J’l _ Inx(x?) J’l
hx = 5 5%

Sacar la constante

Jlnx-x= mx—z)—ifx

2 2
Integrar
J’l _hx(x®) 1 x1+1+ Clnx(x®) 1 x2+C
W= 2 i*E - 2 2 2
J‘l _Inx (x?) x2+C
nx-x=—0y 1
f = b_ab_
a-l=ay=—=a
Inx (x?) %2 Inx(xz) 2 ot
flnx X = > = > -E—T+C
2Inxi{x*) =% 2Inx(x%) &2
O ot (LN i
j"x *Eemw o & 4 4
2lnx (x?) — x?
Jlnx-x== 7 + C

Factorizar por término comun

x2(2Inx —1
flnxx ( 2 )-i-C
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J’xex

Determinar tipo de funcién y prioridad

fle_x
A E

A>E
J’xex
u du

Encontrar vy du

Derivando Integrando
uU=x dv=e*
du=1
dv = | e*
v=e*

Sustituir valores en la formula

uv=fu-dv+fv-du
J-x-e“’=x-ex—f€"’-l

J.x-ex=x-ex—Jex=(x -e*

Factorizar por término comun

J-x-ex=e"'(x—1)+C

—6C L
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