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Presentación

El presente libro ha sido creado con la finalidad de proporcionar una 
guía comprensible y accesible para aquellos estudiantes que desean 
adentrarse en el mundo de las matemáticas, con el objetivo de facilitar 
la comprensión de los conceptos fundamentales en álgebra, cálculo di-
ferencial y cálculo integral.

La propuesta de este trabajo es presentar los conceptos fundamentales 
acompañados de una serie de problemas que van desde problemas fáciles 
y cortos a aquellos que son más complejos, largos y requieren el uso de 
varias propiedades.

Autor
Eduardo Paulino Hernández Aguilar

Redactor
Ulysses Fernando Sántiz García





Capítulo 1
_________________________

Álgebra
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Leyes de los exponentes

La potenciación consiste en la multiplicación de un número por sí mismo 
varias veces, representándose como: 𝑥ⁿ

Donde 𝑥 es llamado “base” (número que se multiplicará por sí mis-
mo) y n es el “exponente” (indica las veces que la base se multiplica 
por sí mismo).

5² = 5 ∙ 5 = 25 | La base “5” se multiplica por sí mismo 2 veces

9³ = 9 ∙ 9 ∙ 9 = 729 | La base “9” se multiplica por sí mismo 3 veces

2⁵ = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = 32 | La base “2” se multiplica por sí mismo 5 veces

𝑥⁷= 𝑥 ∙ 𝑥   ∙ 𝑥 ∙ 𝑥 ∙   𝑥 ∙ 𝑥 ∙  𝑥  | La base “𝑥” se multiplica por sí mismo 7 veces

10ⁿ = 10 ∙ 10 ∙ 10…∙ 10 | La base “10” se multiplica por sí mismo n veces

Las propiedades de la potenciación o leyes de los exponentes son los 
siguientes:

1) Potencia con exponente 0

Toda base elevada a 0 es igual a 1

𝑎⁰ = 1

1⁰ = 1 5⁰ = 1 𝑦⁰ = 1 𝑒⁰ = 1

3⁰ = 1 𝑥⁰ = 1 𝑏⁰ = 1 𝑛⁰ = 1

0⁰ = 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜
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2) Potencia con exponente 1

Toda base elevada a es igual a la base misma

𝑎¹ = 𝑎

1¹ = 1 5¹ = 5 𝑛¹ = 𝑛 𝑒¹ = 𝑒

−8¹ = −8 10¹ = 10 −𝑏¹ = −𝑏 π¹ = π

a) Base negativa

−2²= (−2 ∙ −2) = 4 La base es solamente “−2”; el signo “−" no se 
ve afectado.

(−2²) = (−2)(−2) = 4 La base es “(−2)”; el signo “−“ también se ve 
afectado; note el uso de paréntesis.

−5³ = −(5 ∙ 5 ∙ 5) = −125 −3⁰= −(1) = −1

(−5)³ = (−5)(−5)(−5) = -125 (−3)⁰ = 1

b) Fracción elevada a un exponente

Para calcular la potencia de una fracción, tanto el numerador como el 
denominador se elevan a dicho exponente
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3) Exponente negativo

Un número elevado a una potencia negativa es igual a 1 dividido entre 
el número elevado a la misma potencia, pero positiva.

a) Exponente negativo en el denominador

Si el denominador de una fracción se encuentra elevado a un exponente 
negativo, este puede pasar al numerador elevado al mismo exponente, 
pero positivo 
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Multiplicar por el numerador si este es distinto de 1

 

b) Exponente negativo en el numerador

Multiplicar por el denominador si este es distinto de 1
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c) Fracción elevada a un exponente negativo

Una potencia fraccionaria de exponente negativo es igual a la inversa de 
la fracción (numerador y denominador intercambian posición) elevada 
al mismo exponente, pero positivo.
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Al distribuir el exponente, si el signo del numerador o denominador es 
negativo, el signo negativo será parte de la base y, por tanto, será afec-
tado por el exponente.

O bien

Recuerda

4) Potencia con exponente fraccionario

Una potencia de exponente fraccionario se puede transformar en una 
raíz cuyo: 
	▪ Índice es el denominador.
	▪ Radicando es la base elevada al numerador.
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a) Raíz a potencia con exponente fraccionario

Una propiedad muy importante, para pasar de una raíz a una potencia:
	▪ El índice de la raíz se vuelve el denominador; si no aparece, se so-

breentiende que es 2.
	▪ El exponente que acompaña al radicando se vuelve el numerador; si 

no aparece, se sobreentiende que es 1.

 

b) Exponente fraccionario negativo

Es la combinación de la propiedad del exponente negativo y de la pro-
piedad del exponente fraccionario
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c) Exponente fraccionario negativo (casos)

Exponente fraccionario negativo en el numerador. Denominador dife-
rente de 1.

Exponente fraccionario negativo en el denominador.

 

Exponente fraccionario negativo en el denominador - Numerador dife-
rente de 1.
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5) Multiplicación de potencias con la misma base

El producto de potencias con base idéntica es igual a una potencia de 
igual base, elevada a la suma de los exponentes.

𝑎ⁿ ∙ 𝑎m = 𝑎ⁿ⁺m

𝑎² ∙  𝑎⁴ = (𝑎 ∙  𝑎) ∙ (𝑎 ∙ 𝑎 ∙    𝑎 ∙ 𝑎) = 𝑎⁶ | La base “a” se repite 6 veces 

2³ ∙ 2⁵ = 2³⁺⁵ = 2⁸

10⁴ ∙ 10⁹ ∙ 10⁵ ∙ 10⁷ = 10⁴⁺⁹⁺⁵⁺⁷ = 10²⁵

64 ∙ 4⁵ = (4)³ ∙ 4⁵ =4³⁺⁵ = 4⁸

a) Multiplicación de potencias con el mismo exponente

𝑎ⁿ ∙ 𝑏b = (𝑎 ∙ 𝑏)ⁿ



1. Álgebra 21

𝑎ⁿ ∙  𝑏ⁿ ∙ 𝑐ⁿ =  (𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑐)ⁿ 2² ∙ 5² ∙ 7² = (2 ∙ 5 ∙ 7)² = 70²

3w ∙ 5w = (3 ∙ 5)w = 15w

6) División de potencias con la misma base

La división de potencias de igual base es igual a la misma base cuyo 
exponente es la resta de los exponentes.
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a) División de potencias con la misma base (resta en el denominador)

Una manera de acortar el procedimiento cuando el exponente del deno-
minador es más grande que el del numerador.

Forma convencional: al exponente del 
numerador se le resta el del denomina-
dor; note que tras la resta se aplica la 
propiedad del exponente negativo.

En esta otra forma, al exponente del 
denominador se le resta el del numera-
dor; note que en el numerador se queda 
el coeficiente que acompañaba a la base 
de la potencia.
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7) Potencia de una potencia

La potencia de una potencia es otra potencia con la misma base y cuyo 
exponente es el producto de los exponentes

(𝑎ⁿ)m =  𝑎ⁿ∙m

a) Propiedad distributiva de una potencia 

La potencia se distribuye a cada término dentro del paréntesis, posterior-
mente, se pueden aplicar otras propiedades (principalmente la propiedad 
de una potencia a otra potencia). Esta propiedad se usa cuando los tér-
minos dentro del paréntesis están elevados a otro exponente  

(𝑥a ∙ 𝑦b)ⁿ =  𝑥aⁿ  ∙ 𝑦bⁿ

(5³ ∙ 2¹¹)⁶ = (5³)⁶ ∙ (2¹¹)⁶ = 5¹⁸ ∙ 2⁶⁶
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Productos notables

Los productos son polinomios que se obtienen de la multiplicación entre 
dos o más polinomios que poseen características especiales o expresiones 
particulares, lo que hace que el resultado pueda ser escrito sin necesidad 
de efectuar la multiplicación.

Binomio al cuadrado – Cuadrado de una suma

Si algún término es acompañado de un coeficiente, tanto el coeficiente 
como la variable deben elevarse al cuadrado (propiedad distributiva de 
la potencia).

Si ambos términos poseen coeficiente, en el segundo término estos se 
multiplicarán con el 2 y las variables quedarán tal cual.

Además, si algún término posee una variable elevada a un exponente, 
deberá efectuarse la propiedad de una potencia elevada a otra potencia
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Binomio al cuadrado – Cuadrado de una diferencia 

Forma desarrollada

Diferencia de cuadrados
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Forma desarrollada

Propiedad distributiva

La propiedad distributiva consiste en que la multiplicación de un número 
por una expresión es igual a la suma y/o resta de las multiplicaciones de 
dicho número por cada uno de los términos de la expresión.

¡Note cómo se van complicando los ejemplos cada vez más!
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Término común

Ambos términos positivos

Ambos términos negativos
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Un término positivo y otro negativo

Para este caso no existe una fórmula como tal; lo que podemos notar en 
este tipo de situaciones es que el segundo término llevará el signo del 
número más grande.

El tercer término siempre será negativo.

Binomio al cubo – Cubo de una suma

1.	 El cubo del primer término: 𝑥³
2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término: 
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3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:  

4.	 El cubo del segundo término: 
5.-	Juntar partes

1.	 El cubo del primer término: 
2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término: 

 
3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término: 

4.	 El cubo del segundo término:  
5.	 Juntar partes

	

1.	 El cubo del primer término:  Note el uso de 
la propiedad distributiva de un exponente

2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:  

3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:  
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4.	 El cubo del segundo término: 
5.	 Juntar partes

	

1.	 El cubo del primer término:  Note 
el uso de la propiedad distributiva de un exponente y de la potencia 
de una potencia

2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término: 
 

3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término: 

4.	 El cubo del segundo término: 
5.	 Juntar partes

	

Binomio al cubo – Cubo de una diferencia
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1.	 El cubo del primer término: 
2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término: 

 
3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término: 

 
4.	 El cubo del segundo término: 
5.	 Juntar partes y asignar signos

	

1.	 El cubo del primer término:  Note el uso de 
la propiedad distributiva de un exponente

2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término: 
 

3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término: 

4.	 El cubo del segundo término: 
5.	 Juntar partes y asignar signos
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1.	 El cubo del primer término:  Note 
el uso de la propiedad distributiva de un exponente y de la potencia 
de una potencia

2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término:  

	 Note el uso de la propiedad al multiplicar potencias de la misma base
3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término:
	
4.-	El cubo del segundo término: 
5.	 Juntar partes y asignar signos
	
	 Los exponentes crecen (𝑥) y decrecen (𝑦) de manera secuencial (de 

uno en uno)

1.	 El cubo del primer término:  
Note el uso de la propiedad distributiva de un exponente y de la po-
tencia de una potencia

2.	 El triple del cuadrado del primer término por el segundo término: 

3.	 El triple del cuadrado del segundo término por el primer término: 
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4.	 El cubo del segundo término: 
5.	 Juntar partes y asignar signos

	
Los exponentes crecen y decrecen de manera secuencial 

Trinomio al cuadrado

Este producto notable se caracteriza por combinar los términos de 2 en 2 

1.	 Elevar cada término al cuadrado: 

2.	 Combinar los términos: 

3.	 Multiplicar cada pareja de términos: 
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4.	 Multiplicar cada resultado obtenido por dos: 

5.	 Juntar partes

	

1.	 Elevar cada término al cuadrado:

2.	 Combinar los términos:

3.	 Multiplicar cada pareja de términos: 

4.	 Multiplicar cada resultado obtenido por dos: 

5.	 Juntar partes
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Trinomio al cubo

Este producto notable es más complejo que el anterior, puesto que tene-
mos que combinar los términos al cuadrado con los originales.

1.	 Elevar cada término al cubo: 

	

2.	 Elevar cada término al cuadrado: 

	

3.	 Combinar los términos al cuadrado con los términos originales, un 
término al cuadrado y otro sin elevar, sin repetir variables:

	

4.	 Multiplicar cada pareja:

	

5.	 Multiplicar cada resultado obtenido por dos: 
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6.	 Multiplicar los tres términos originales

	

7.	 Multiplicar el resultado obtenido por 6

	

8.	 Juntar todas las partes

	

Binomio de Newton
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Factorización

La factorización consiste en la descomposición de una expresión mate-
mática (un número o una suma) en forma de un producto de dos o más 
expresiones.

Factorización por término común – Factor común

Consiste en hallar una expresión que se repita en cada término; podemos 
considerarlo como el procedimiento inverso a la propiedad distributiva, 
ya que lo que no se repite queda entre paréntesis y fuera de este la ex-
presión en común.

Los coeficientes también pueden descomponerse en sus factores; el co-
eficiente de menor valor es el que suele usarse para descomponer a los 
otros factores, o bien, si son múltiplos de un número.

En caso de que cada término tenga una variable en común pero elevado 
a diferentes exponentes, se elige el exponente de menor grado, y este 
se restará a cada exponente. La expresión elegida dejará al coeficiente 
que acompaña la base, a menos que también sea un elemento en común 
se deja un 1.
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Dos variables en común 

Se eligen los exponentes de menor grado de cada variable, las variables 
con exponentes de mayor grado y los coeficientes que no se repitan 
quedan entre paréntesis. A las variables que queden dentro del parén-
tesis, se les resta el valor del exponente de menor grado de la variable 
correspondiente

Factorización por agrupación de términos

El proceso consiste en formar grupos o agrupar términos en cantidades 
iguales (de dos en dos, o de tres en tres, etc.), para luego factorizar cada 
grupo por factor común y finalmente volver a factorizar por factor co-
mún, en donde el paréntesis que debe quedar repetido en cada grupo es 
el factor común.

Note cómo la siguiente expresión llega al mismo resultado de dos maneras
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En este otro ejemplo, los términos pueden agruparse de acuerdo a si los 
coeficientes son múltiplos del mismo número. 

Al factorizar nos podemos encontrar con el siguiente problema

¿Qué signos colocar?
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En este ejemplo, agruparemos los términos de 3 en 3

Primero ordenaremos los términos de la manera más conveniente en este 
caso el primer, tercer y quinto término ya que contienen  y sus coeficien-
tes son múltiplos de 3. Los demás términos irán juntos, sus coeficientes 
son múltiplos de 2.

Los signos siguen el mismo patrón que el ejemplo anterior, el término 
común lleva el signo del primer término, los otros dos signos son aquellos 
que al multiplicar el signo del término en común nos den el signo del 
segundo y tercer signo respectivamente.

Factorización por diferencia de cuadrados

Este tipo de factorización es sencillo ya que se trata de una resta de so-
lamente dos términos que poseen raíz cuadrado exacta.

1.	 Obtener la raíz cuadrada de cada término:
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2.	 Formar un binomio con ambas raíces y multiplicarlo por su conjugado 
(binomio con los mismos términos pero signo contrario:

	

1.	 Obtener la raíz cuadrada de cada término:

	

2.	 Formar un binomio con ambas raíces y multiplicarlo por su conjugado 

	

1.	 Obtener la raíz cuadrada de cada término:

	

2.	 Formar un binomio con ambas raíces y multiplicarlo por su conjugado:
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1.	 Obtener la raíz cuadrada de cada término:

	

2.	 Formar un binomio con ambas raíces y multiplicarlo por su conjugado:

	

Factorización por suma o resta de cubos

Tener en cuenta que:
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1.	 Obtener la raíz cúbica de cada término

	

2.	 Formar un binomio con ambas raíces, observar el signo del problema 

3.	 Multiplicar ambas raíces

	

4.	 Elevar cada raíz al cuadrado

	

5.	 Juntar partes, acomodar términos y asignar signos conforme a la fór-
mula

	

1.	 Obtener la raíz cúbica de cada término
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2.	 Formar un binomio con ambas raíces, observar el signo del problema

	

3.	 Multiplicar ambas raíces

	

4.	 Elevar cada raíz al cuadrado

	

5.	 Juntar partes, acomodar términos y asignar signos conforme a la fór-
mula

	

Trinomio cuadrado perfecto (TCP)

Este tipo de factorización busca, a partir de tres términos, obtener un 
binomio al cuadrado; el binomio resulta ser la suma o resta de las raíces 
cuadradas del primer y tercer término (o de los términos que puedan 
tenerlo). El segundo término (o el restante) se usa para comprobar si el 
procedimiento es correcto.

1.	 Obtener las raíces cuadradas del primer y tercer término
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2.	 Obtener el doble del producto de ambas raíces

	

3.	 Si con el paso anterior, el resultado es igual al segundo término (sin 
importar el signo), formar un binomio al cuadrado con ambas raíces. 
Colocar el signo del segundo término

	

1.	 Obtener las raíces cuadradas del primer y tercer término

	

2.	 Obtener el doble del producto de ambas raíces

	

3.	 Si con el paso anterior el resultado resulta ser igual al segundo término, 
formar un binomio al cuadrado con ambas raíces. 
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1.	 Observar los términos que probablemente poseen raíz cuadrada per-
fecta, obtener la raíz cuadrada

	

2.	 Obtener el doble del producto de ambas raíces

	

3.	 Si con el paso anterior, el resultado resulta ser igual al término restante, 
formar un binomio al cuadrado con ambas raíces. Colocar el signo 
del término restante

	

1.	 Obtener las raíces cuadradas del primer y tercer término

	

2.	 Obtener el doble del producto de ambas raíces
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3.	 Si con el paso anterior, el resultado resulta ser igual al segundo tér-
mino, formar un binomio al cuadrado con ambas raíces. 

	

Factorización especial I – TCP y diferencia de cuadrados

1.	 Obtener las raíces de los términos que posean raíz cuadrada perfecta 
del TCP 

	

2.	 Obtener el doble del producto de ambas raíces

	

3.	 Comprobar con el término restante y forma binomio con las raíces 
obtenidas, asignar el signo del término restante

	

4.	 Obtener la raíz cuadrada de cada término:
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5.	 Formar un binomio con ambas raíces y multiplicarlo por su conjugado 

	

Factorización especial II – Completar TCP y diferencia de 
cuadrados

Si quisiéramos resolver por TCP, obtendríamos que:

Para completar TCP, podemos sumar a la expresión la cantidad que 
hace falta, pero para no alterar la expresión la cantidad que agreguemos 
debemos restarla.

Resolver ahora por diferencia de cuadrados
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Resultado

Factorización especial III – Término común, TCP y 
diferencia de cuadrados

Término común

TCP

Diferencia de cuadrados
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Propiedad distributiva de la potencia

Trinomio de la forma x2 + bx + c

El famoso caso donde dos números sumados dan el término lineal (o 
segundo término) y multiplicados el término independiente (o tercer 
término).

1.	 Obtener la raíz cuadrada del término cuadrático, el resultado se coloca 
en ambos factores

	

2.	 Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal y, multipli-
cados, el término independiente

	

3.	 Formar los factores
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1.	 Obtener la raíz cuadrada del término cuadrático; el resultado se coloca 
en ambos factores

2.	 Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal y, multipli-
cados, el término independiente 

	

	 Generalmente, nos fijamos en hallar primero el término independiente 
para luego comprobar la suma de estos; si la suma resulta ser el valor 
del término lineal, pero con signo contrario, cambiamos el signo de 
ambos sumandos. Con la práctica esto se vuelve más fácil 

3.	 Formar los factores

	

Para este tipo de factorización debe dominarse la ley de los signos para 
la suma.

1.	 Obtener la raíz cuadrada del término cuadrático, el resultado se coloca 
en ambos factores
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2.	 El primer factor lleva el signo del término lineal

	

3.	 El segundo factor, lleva el signo que resulta de multiplicar el signo 
del término lineal con el término independiente

	

4.	 Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal, y, multipli-
cados, el término independiente

	

5.	 Formar los factores, el término más grande va en el primer factor

	

1.	 Obtener la raíz cuadrada del término cuadrático, el resultado se coloca 
en ambos factores

	

2.	 El primer factor lleva el signo del término lineal
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3.	 El segundo factor lleva el signo que resulta de multiplicar el signo 
del término lineal con el término independiente

4.	 Buscar dos términos que, sumados, den el término lineal, y, multipli-
cados, el término independiente

	

5.	 Formar los factores, el término más grande va en el primer factor

	

En este ejemplo, 𝑥 ya no esta elevada al cuadrado, no obstante, sigue 
siendo un trinomio de la forma 𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 ya que ningún coeficiente 
acompaña a la 𝑥, así mismo los exponentes de mayor grado de ambas 
variables son múltiplos de los exponentes de menor grado de sus res-
pectivas variables.
1.	 Obtener la raíz cuadrada del término que contenga la variable con el 

exponente más alto, el resultado se coloca en ambos factores

	

	 Note que el valor de la raíz cuadrada se halla también en otro término
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2.	 El primer factor lleva el signo del término que posee el mismo valor 
de la raíz cuadrada de la variable con el exponente más alto

	

3.	 El segundo factor lleva el signo que resulta de multiplicar el signo 
del término anterior con el término restante

	

4.	 Buscar dos términos que, sumados, den el coeficiente del término que 
posea el mismo valor de la raíz cuadrada de la variable con el expo-
nente más alto y, multiplicados, el coeficiente del término restante

	

5.	 Para hallar la literal que acompañará a los términos anteriores, obtenga 
la raíz cuadrada de la variable restante con el exponente más alto

	

6.	 Formar los factores, el término más grande va en el primer factor

	

Trinomio de la forma ax2 + bx + c – Aspa simple

Este tipo de trinomio se caracteriza porque el término cuadrático está 
acompañado de un coeficiente diferente de 1.
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La idea de este método empieza descomponiendo el término cuadrático 
(o de mayor exponente) y el término independiente (o de menor expo-
nente) en sus factores.

Multiplicamos los factores en diagonal

Comprobamos que la suma/resta de cada multiplicación nos dé el resul-
tado del término lineal

Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos 
en línea recta
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Una de las cosas que hacen que este método sea tedioso es en cuestión 
de los signos 

Para que el término lineal sea negativo, un factor del término indepen-
diente debe ser positivo y el otro negativo.

Multiplicar factores en diagonal y comprobar que la suma/resta de cada 
multiplicación nos dé el resultado del término lineal 

Si nos da el valor del término, pero con signo contrario, debemos cambiar 
el signo de los factores del término independiente
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Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos 
en línea recta

Reordenando términos 

Para que el término lineal sea negativo, un factor del término indepen-
diente debe ser positivo y el otro negativo.

Multiplicar factores en diagonal y comprobar que la suma/resta de cada 
multiplicación nos dé el resultado del término lineal 



Cálculo diferencial e integral con álgebra58

Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos 
en línea recta

Como el término independiente (de x) es positivo y el término con la x  
de menor grado es negativo, los factores del término independiente (de 
x) deben ser negativos

 

Multiplicar factores en diagonal y comprobar que la suma/resta de cada 
multiplicación nos dé el resultado del término lineal 
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En caso de no coincidir, cambiar de orden los factores de cualquier 
columna

Si los valores coinciden, los factores se forman agrupando los términos 
en línea recta
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Binomio de Newton y Triángulo de Pascal

El binomio de Newton es una expresión que nos permite calcular cual-
quier binomio elevado 𝑛, el desarrollo del binomio de Newton guarda 
una estrecha relación con el triángulo de Pascal.

El triángulo de Pascal es un triángulo de números enteros, infinito y 
simétrico Se empieza con un 1 en la primera fila, y en las filas siguientes 
se van colocando números de forma que cada uno de ellos sea la suma de 
los dos números que tiene encima, de forma que los bordes del triángulo 
están formados por unos.

Cada fila del triángulo de Pascal corresponde a los coeficientes del 
desarrollo de la potencia respectiva del binomio de Newton.

En el caso en que en el binomio figure un signo menos, es decir se trate 
de una resta, tan solo hay que alternar los signos del desarrollo de la 
forma + – + – + – …
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El exponente que acompaña a la 𝑥 (o variable del primer término) va 
disminuyendo progresivamente en 1 unidad, partiendo desde 𝑛 hasta 
hacerse 0.

El exponente que acompaña a la 𝑦 (o variable del segundo término) 
va aumentado progresivamente en 1 unidad comenzando desde 0 hasta 𝑛.

Identificar quien es 𝑥 y quién 𝑦
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Desarrollar el Binomio de Newton, colocando y con los exponentes en 
su respectivo orden 

Con la ayuda del triángulo de Pascal, anotar los coeficientes

Aplicar propiedad 

Simplificar

Multiplicar los coeficientes de cada término

Identificar quién es  y quién es 
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Desarrollar el binomio de Newton, colocando los exponentes en su res-
pectivo orden y alternando signos, empezando por  

Con la ayuda del triángulo de Pascal, anotar los coeficientes

Aplicar propiedad 

Aplicar propiedad 

Multiplicar los coeficientes de cada término
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Raíces de una ecuación

La raíz de una ecuación es aquel valor de la variable independiente que 
hace que el resultado de la ecuación sea cero. De manera gráfica se re-
presenta como el corte al eje 𝑥.

El teorema fundamental del álgebra nos dice que un polinomio de 
grado 𝑛 (el exponente más alto de toda la ecuación), tendrá precisamente 
𝑛 raíces. Así pues, una ecuación lineal o de primer grado tendrá una sola 
raíz; una ecuación cuadrática o de segundo grado poseerá dos raíces; una 
ecuación cúbica o de tercer grado tendrá tres raíces, y así sucesivamente.

Ecuación de primer grado 

Su fórmula general es: 
Las ecuaciones de primer grado (𝑥 elevado a 1) son también llamadas 

ecuaciones lineales, ya que, al representarlas gráficamente, describen 
una línea recta inclinada.

Para hallar las raíces de una ecuación, debemos despejar la variable 𝑥

Si 𝑥 es positiva la línea recta irá de abajo hacia arriba.
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En este caso es negativa, pero para hallar la raíz, x debe ser positiva; lo 
que podemos hacer es multiplicar por (−1) ambos lados de la ecuación 
(esto generalmente se realiza antes de cualquier despeje).

Si la 𝑥 es negativa, irá de arriba hacia abajo.
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Los coeficientes que acompañan a 𝑥 hacen que la recta esté más o me-
nos inclinada, a mayor valor más inclinada estará, a menor valor menos 
inclinada estará.
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Si el coeficiente que acompaña a 𝑥 tiene signo negativo, este pasará 
dividiendo con todo y el signo, es decir, el signo no cambia

Algunas raíces puede ser racionales y tener infinitos decimales repetidos:
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Al hacer la gráfica de manera manual, necesitamos realizar una tabula-
ción, es decir, dar valores arbitrarios a 𝑥 (los valores que queramos) y 
evaluarlos en la ecuación para hallar las coordenadas que nos servirán 
para graficar la ecuación. Las raíces al ser evaluadas nos darán como 
resultado 0 en 𝑦.
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Ecuación de segundo grado

Una ecuación de segundo grado, llamada también cuadrática, es toda 
ecuación en la cual, una vez simplificada, el mayor exponente de la 
incógnita es 2. 
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Su fórmula general es 𝑎𝑥² +  𝑏𝑥 + 𝑐
Donde 𝑎𝑥² es el término cuadrático, 𝑏𝑥 el término lineal, y 𝑐 el tér-

mino independiente. 
Las ecuaciones de segundo grado tienen 2 raíces.
Existen dos tipos de ecuaciones cuadráticas: Ecuaciones cuadráticas 

incompletas y ecuaciones cuadráticas completas

Ecuación cuadrática incompleta

Una ecuación cuadrática incompleta es aquella donde falta ya sea el 
término lineal (𝑏𝑥) o el término independiente (𝑐), o incluso ambas.

Para hallar las raíces, obtenemos la raíz cuadrada de ambos términos:

Recuerda que la solución de una raíz cuadrada lleva el signo ±, ya que 
al elevar una cantidad negativa al cuadrado, esta se vuelve positiva:

La gráfica de una ecuación de segundo grado es una parábola. Esta po-
see un eje de simetría, ya que al elevar una cantidad con signo positivo 
y luego con signo negativo al cuadrado, obtendremos el mismo valor. 

Si 𝑥² es positiva la parábola poseerá un punto mínimo (vértice) por 
lo que lo valores irán hacia arriba.
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Si 𝑥² es negativa la parábola poseerá un punto máximo (vértice) por lo 
que lo valores irán hacia abajo
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Este tipo de ecuaciones cuadráticas se resuelven por factorización por 
término común, se sabe que una de las raíces es , ya que al sustituir  por  
todo se cancelará.

Tenemos dos despejes:
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El coeficiente que acompaña a 𝑥² al encontrarse más alejado a cero, hará 
que la parábola sea más estrecha, pero al encontrarse más cercano a cero, 
hará que la parábola sea menos estrecha. 
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El caso más fácil, ya que 𝑥 solo posee una raíz; al sustituir 0 por 𝑥 todo 
se cancelará. La raíz coincide con el vértice.
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Ecuación cuadrática completa

Estas ecuaciones tienen todos los términos (cuadrática, lineal e inde-
pendiente). Para hallar las raíces, podemos factorizar por trinomio de la 
forma 𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 si 𝑥² no se acompaña de ningún coeficiente diferente 
a 1, o por aspa simple si es un trinomio de la forma 𝑎𝑥² +  𝑏𝑥 + 𝑐.

Para factorizar por trinomio de la forma 𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 si 𝑥² buscamos dos 
números que sumados den el coeficiente del término lineal y multiplicados 
den el término independiente.

Igualas la expresión a 0, y despejamos cada factor:
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En este caso, no podemos factorizar por trinomio de la forma 𝑎𝑥² +  𝑏𝑥 
+ 𝑐 ya que las raíces son racionales, ante ello, debemos usar la fórmula 
general:

Donde  son los coeficientes de los términos cuadrático, lineal e 
independiente respectivamente con sus respectivos signos.
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Note que el signo  nos dirige a dos soluciones

Observe la siguiente ecuación y su gráfica:
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La gráfica no corta al eje 𝑥, y si intentamos despejar 𝑥 para hallar las 
raíces:

La raíz cuadrada de un número negativo no existe, o por lo menos en los 
números reales. Entonces, para hallar la raíz de un número negativo, se 
emplean los números complejos (o imaginarios) .

De tal manera que la raíz de menos 1 es igual a 
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Comprobación:

Entonces las raíces de  son: 

En ecuaciones de mayor grado, una expresión puede tener raíces reales 
y complejas (imaginarias) al mismo tiempo.

Para conocer la naturaleza de las raíces de una expresión cuadrática, 
podemos utilizar el discriminante.

Si , tendremos dos raíces reales diferentes.
Si , tendremos dos raíces reales iguales (una sola solución).
Si , No tendremos raíces reales, sino que dos raíces complejas 

diferentes.

Obteniendo el discriminante:
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La ecuación posee dos raíces complejas.

Los números complejos se componen de una parte real y una parte ima-
ginaria.

Las raíces complejas de una ecuación cuadrática resultan ser con-
jugados entre sí, es decir mismo términos pero con signos cambiado).
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Ecuación de tercer grado

Las ecuaciones de tercer grado son conocidas también como ecuaciones 
cúbicas, caracterizadas por tener su mayor exponente el tres.

La denotación general de la ecuación de tercer grado es 𝑎𝑥³ +  𝑏𝑥² 
+ 𝑐𝑥 +  𝑑 = 0

Para hallar las raíces de una ecuación cúbica, usamos la regla de 
Ruffini. Que consiste en ordenar los términos de mayor a menor (según 
el exponente de 𝑥) para luego escribir solo los coeficientes (si falta al-
gún término, se coloca 0) a continuación, se baja el primer coeficiente 
y se multiplica por el número a evaluar; el resultado se suma o resta al 
siguiente coeficiente. Tras esto el residuo se multiplica por el número a 
evaluar y el resultado se suma o resta al siguiente número, y así hasta 
llegar al último coeficiente donde la suma o resta nos debe dar 0 para 
que sea una raíz, en caso contrario, no será una raíz.
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Para obtener los números a evaluar, de acuerdo al teorema de Gauss para 
polinomios, obtendremos los divisores del término cúbico y los divisores 
del término independiente.

Dividimos cada divisor del término independiente entre cada divisor del 
término cúbico para obtener el conjunto de posibles números que sean 
raíces; en este caso quedará igual.

Regla de Ruffini:

El residuo, al no ser 0, el 1 no es raíz

Al ser el residuo 0, 𝑥 =2
Si queremos escribirlo como factor, despejamos la raíz (𝑥 −  2)
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Para encontrar las otras raíces podemos seguir evaluando los divisores, 
pero sería algo tardado; por suerte, gracias a la regla de Ruffini, lo que nos 
queda al final es un polinomio de un grado menor, es decir 

La expresión completa sería

A partir de aquí podemos factorizar por trinomio de la forma 

Las raíces, por tanto serían
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Obtenemos los divisores del término cúbico y del término independiente:

Dividimos cada divisor del término independiente entre cada divisor del 
término cúbico, en este caso, los divisores quedan igual.

Regla de Ruffini:

Al ser el residuo 0, la primera raíz es:

Bajando un grado al polinomio, nos queda:

Al obtener las otras raíces nos queda que:
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Obtenemos raíces complejas

Las raíces de esta ecuación cúbica son:
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Note que la gráfica solo corta una vez el eje x, aunque no tenga la forma 
característica, es una ecuación cúbica.

Si bien usando la regla de Ruffini podemos encontrar las raíces reales, 
cuando estas poseen muchos decimales se vuelve complicado, por lo que 
usar otros métodos como el de Newton–Raphson, la fórmula de Cardano 
o la gráfica, podemos hallar las raíces reales.





Capítulo 2
_________________________

Cálculo diferencial
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Reglas de derivación

1. Derivada de una constante

La derivada de una constante es cero

2. Derivada de una variable

La derivada de una variable es el cociente que lo acompaña (respetando 
su signo)

3. Regla de la potencia

La derivada de una variable elevada a un exponente numérico es igual 
al valor del exponente numérico multiplicado por la variable elevada a 
la cantidad del exponente numérico menos uno.
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Ahora, veremos casos donde se aplican las propiedades de los exponentes

Regla de la potencia – exponente negativo

Derivamos de acuerdo a la regla de la potencia

Aplicar propiedad 

Derivamos de acuerdo a la regla de la potencia
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Aplicar propiedad 

Regla de la potencia – exponente fraccionario

Aplicar propiedad 

Derivar de acuerdo a la regla de la potencia

Aplicar propiedad 

Aplicar propiedad 
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Note el uso de las propiedades de la potenciación, pero al revés

Regla de la potencia – exponente fraccionario negativo

Derivar de acuerdo a la regla de la potencia

Aplicar propiedad 

Aplicar propiedad 

Aplicar propiedad 
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Aplicar propiedad 

Regla de la potencia – potencia negativa en el 
denominador

Aplicar propiedad 

Derivar de acuerdo a la regla de la potencia

4. Derivada de la raíz enésima de una función

Una forma de acortar la regla de la potencia aplicada a un exponente 
fraccionario
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Derivar 

Reemplazar valores en la fórmula

5. Regla de la suma–resta 

La regla de la suma/resta establece que la derivada de una suma de fun-
ciones es igual a la suma/resta de sus derivadas 

6. Regla de la cadena

Teniendo una variable 𝑦 que depende de 𝑢, y si esta (𝑢) depende a la 
variable 𝑥, entonces la derivada será el producto de la derivada de 𝑦 con 
respecto a 𝑢 por la derivada de 𝑢 respecto a 𝑥.
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Aplicar propiedad distributiva entre el término que queda solo y el factor 
(polinomio) que no está elevado a ningún exponente

7. Regla del producto

La derivada de un producto de dos funciones es la primera, por la derivada 
de la segunda, más la segunda por la derivada de la primera.

Identificar quién es 𝑢 y quien es 𝑣

Derivar 𝑢 y 𝑣
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Sustituir los valores anteriores en la fórmula

Simplificar factorizando por términos en común, elegir el exponente de 
menor grado para cada término

Aplicar propiedad distributiva a los factores dentro del corchete

Agrupar términos semejantes

8. Regla del Cociente (de la división)

La derivada de un cociente de funciones, se hace tomando el denomi-
nador multiplicado por la derivada del numerador restado al numerador  
multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido por el cua-
drado del denominador 
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Identificar quién es 𝑢 y quien es 𝑣

Derivar 𝑢 y 𝑣

Sustituir los valores anteriores en la fórmula

Simplificar

9. Derivadas de funciones exponenciales

Función exponencial de base 𝑎

La derivada de la función exponencial es igual a la misma función por 
el logaritmo neperiano de la base y por la derivada del exponente.
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Función exponencial de base 𝑒

Si la base de la función exponencial es el número  su derivada es igual a  
elevado al mismo exponente por la derivada del exponente

Derivada de una función elevada a una función

Aplicar propiedad 
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Factorizar por término común

10. Derivadas de funciones logarítmicas

Logaritmo de base 𝑎

La derivada de un logaritmo de base 𝑎 aplicado a una función 𝑢 es igual 
a la derivada de 𝑢 entre 𝑢 por logaritmo natural (In) de la base (𝑎).

Aplicar propiedad 
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Otra manera de resolver este tipo de derivadas es usando la propiedad de 
los logaritmos que nos permite quitar exponentes del argumento.

Aplica r propiedad 

Sacar la constante 

Logaritmo de base 𝑒 (Logaritmo natural/Logaritmo neperiano)

La derivada de un logaritmo natural (o logaritmo neperiano) es el cociente 
de la derivada del argumento del logaritmo dividido entre la función del 
argumento.
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10. Derivadas de funciones logarítmicas

Logaritmo de base 𝑎

La derivada de un logaritmo de base 𝑎 aplicado a una función 𝑢 es igual 
a la derivada de 𝑢 entre 𝑢 por logaritmo natural (In) de la base (𝑎).
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Aplicar propiedad 

Otra manera de resolver este tipo de derivadas es usando la propiedad de 
los logaritmos que nos permite quitar exponentes del argumento.

Aplica r propiedad 

Sacar la constante 

Logaritmo de base 𝑒 (Logaritmo natural/Logaritmo neperiano)

La derivada de un logaritmo natural (o logaritmo neperiano) es el cociente 
de la derivada del argumento del logaritmo dividido entre la función del 
argumento.
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Factorizar por diferencia de cuadrados tenga en cuenta que 1² = 1

Arcocoseno

Factorizar por diferencia de cuadrados, tenga en cuenta que 1² = 1
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Arcotangente

Aplicar propiedad 

Aplicar propiedad 

Arcocotangente
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Reescribir el argumento; es más fácil trabajar con exponentes

Aplicar propiedad  

Derivar

Aplicar propiedad  

Aplicar ley de sándwich  
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Aplicar ley de sándwich  

Aplicar propiedad  

Arcosecante
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Aplicar ley de sándwich  

Aplicar propiedad  

Arcocosecante
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Aplicar propiedad  

Arcoversen

Aplicar propiedad  
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Aplicar ley de sándwich  

Factorizar por término común

Aplicar propiedad
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Máximos y mínimos

Los máximos y mínimos en una función son los valores más grandes 
(máximos) o más pequeños (mínimos) que toma la función, ya sea en una 
región (extremos relativos) o en todo su dominio (extremos absolutos).

Una particularidad es que después de un máximo o un mínimo la 
gráfica cambia de dirección.

Para calcular los máximos y mínimos hacemos uso de la primera y 
segunda derivada de la función.

Las funciones de segundo grado tienen un máximo (si 𝑥² es negativo) 
o un mínimo (si 𝑥² es positivo). Estos puntos coinciden con el vértice 
de la parábola.

𝑓(𝑥) = 𝑥² + 4𝑥 + 2

Criterio de la primera derivada:
	▪ Si 𝑓'(𝑥) > 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) < 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) = 0 la función no posee máximo ni mínimo.

Derivamos la función

𝑓'(𝑥) = 2𝑥 + 4

Igualamos la derivada de la función a 0

2𝑥 + 4 =  0

Hallar el valor 

2𝑥 =  −4

𝑥 =  −2   Punto crítico, la función posee un mínimo
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Para saber dónde se ubica el máximo o mínimo reemplazamos el valor 
anterior en la función original:

𝑓(−2) =  (−2)² + 4(−2) + 2
𝑓(−2) = 4 −    8 + 2
𝑓(−2) =  −2

Mínimo (−2, −2)

Note la relación función − derivada, donde la derivada corta al eje 𝑥, se 
encuentra el mínimo.

De izquierda al punto crítico, la ecuación es decreciente, del punto 
crítico a la derecha, la ecuación es creciente.

Criterio de la primera derivada – Función creciente o decreciente:
	▪ Si 𝑓('𝑥) cambia de + a − la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓('𝑥) cambia de − a + la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓('𝑥) no cambia de signo, el punto crítico no es máximo ni mínimo.
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Derivamos la función

𝑓'(𝑥) = 2𝑥 + 4

Igualamos la derivada de la función a 0

2𝑥 + 4 =  0

Despejamos 𝑥

2𝑥 =  −4

𝑥 =  −2   Punto crítico, debe ser evaluado

Elegir un valor antes y un valor después al punto crítico

𝑥 =  −3,	𝑥  = −1

Evaluar los valores anteriores en la derivada de la función y revisar signo 
del resultado

𝑓'(−3) = 2   (−3) + 4 =  −6 + 4
𝑓'(−3) =  −2 (−)

𝑓'(−1) =  2(−1) + 4 =  −2 + 4
𝑓'(−1) = 2   (+)

𝑓'(𝑥) pasa de − a +,por lo tanto −2 es un mínimo. 
La función se divide en dos intervalos:

(−∞,−2)
(2,∞)
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Para saber en qué intervalo la función es creciente y cuál decreciente, 
tomaremos dos valores que estén incluidos en ambos intervalos y los 
evaluaremos en la derivada de la función.

(−∞,−2) → −5
(2,∞) → 4

Nos fijaremos solamente en los signos, si el signo es − el intervalo es 
decreciente; si el signo es + el intervalo es creciente.

𝑓'(−5) =  2(−5) + 4= −10 + 4
𝑓'(−5) =  −6

𝑓'(4) =  2(4) + 4 =  8 + 4
𝑓'(4) =  +12

Por lo tanto

(−∞,−2) → Decreciente
(2,∞) → Creciente

Criterio de la segunda derivada:
	▪ Si 𝑓''(𝑥) > 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) < 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) = 0 no concluyente.

Derivamos la función (primera derivada)

𝑓'(𝑥) = 2𝑥 + 4

Derivamos nuevamente la función (segunda derivada)

𝑓''(𝑥) = 2
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Igualamos la primera derivada a 0

2𝑥 + 4 =  0

Hallar el valor de 𝑥

2𝑥 =  4

𝑥 =  2

Evaluamos el resultado obtenido en la segunda derivada

𝑓''(2) =  2   La función posee un mínimo

En ambos criterios, lo que nos interesa más que el resultado final es el 
signo del resultado. Curiosamente, pareciera que los enunciados del 
criterio de la primera derivada están al revés en el criterio de la segunda 
derivada.

𝑓(𝑥) = −2𝑥² + 7𝑥 − 5

Criterio de la primera derivada:
	▪ Si 𝑓'(𝑥) > 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) < 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) = 0 la función no posee máximo ni mínimo.

Derivamos la función

𝑓'(𝑥) = −4𝑥 + 7

Igualamos la derivada de la función a 0

−4𝑥 + 7 =  0
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Hallar el valor de 𝑥

−4𝑥 =  7

𝑥 =  1.75   Punto crítico, la función posee un máximo.

Obtener las coordenadas del máximo o mínimo

𝑓(1.75) =  −2(1.75)² + 7(1.75) −  5
𝑓(1.75) =  −2(3.0625) + 12.25 − 5 =    −6.125 + 12.25 −  5
𝑓(1.75) =  1.125

Máximo (1.75, 1.125)
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Criterio de la segunda derivada:
	▪ Si 𝑓''(𝑥) > 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) < 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) = 0 no concluyente.

Derivamos la función (primera derivada)

𝑓'(𝑥) = −4𝑥 + 7

Derivamos nuevamente la función (segunda derivada)

𝑓''(𝑥) = −4

Igualamos la primera derivada a 0 

−4𝑥 + 7 =  0

Hallar el valor de 𝑥

−4𝑥 =  −7

𝑥 =  1.75

Evaluamos el resultado obtenido en la segunda derivada

𝑓''(1.75) =  −4   la función posee un máximo

Las funciones lineales no poseen máximos ni mínimos
𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 10
𝑓'(𝑥) = 5
𝑓''(𝑥) = 0   la función no posee máximo ni mínimo
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Las funciones cúbicas se caracterizan por poseer un máximo y un mínimo

2𝑥³ + 3𝑥²- 12𝑥 + 3

Criterio de la primera derivada:
	▪ Si 𝑓'(𝑥) > 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) < 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) = 0 la función no posee máximo ni mínimo.

Derivamos la función

𝑓'(𝑥) = 6𝑥² + 6𝑥 − 12

Igualamos la derivada de la función a 0

6𝑥² + 6𝑥  − 12 = 0
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Hallar los valores de 𝑥

𝑥² + 𝑥 − 2 = 0

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0

𝑥1 = −2   Punto critíco, la función posee un mínimo
𝑥2 = 1   Punto critíco, la función posee un máximo

Obtener las coordenadas del máximo y mínimo

𝑓(−2) =  2(−2)³ + 3(−2)² −  12(−2) + 3
𝑓(−2) = 2   (−8)  + 3(4) + 24 + 3
𝑓(−2) =  −16 + 12 + 24 + 3
𝑓(−2) =  23

𝑓(1) =  2(1)³ + 3(1)² −  12(1) + 3
𝑓(1) =  2(1) + 3(1) −  12 + 3
𝑓(1) = 2   + 3 −  12 + 3
𝑓(1) =  −4
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Mínimo (−2, 23)
Máximo (1, −4)

Criterio de la segunda derivada:
	▪ Si 𝑓''(𝑥) > 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) < 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) = 0 no concluyente.

Derivamos la función (primera derivada)

𝑓'(𝑥) = 6𝑥² + 6𝑥 − 12

Derivamos nuevamente la función (segunda derivada)

𝑓''(𝑥) = 12𝑥 + 6
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Igualamos la primera derivada a 0 

6𝑥² + 6𝑥  − 12 = 0

Hallar los valores de 𝑥

𝑥² + 𝑥 − 2 = 0

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0

𝑥1 = −2
𝑥2 = 1

Evaluamos los resultados obtenidos en la segunda derivada

𝑓''(−2) =  12(−2) + 6 = −24 + 6
𝑓''(−2) =  −18   La función posee un máximo

𝑓''(1) =  12(1) + 6 = 12 + 6
𝑓''(1) =  18   La función posee un mínimo
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El valor de 𝑥 es positivo justo donde se encuentra el mínimo, así también 
el valor de 𝑥 es negativo justo donde se encuentra el máximo.

𝑥³ + 2𝑥² − 24𝑥

Criterio de la primera derivada:
	▪ Si 𝑓'(𝑥) > 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) < 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓'(𝑥) = 0 la función no posee máximo ni mínimo.

Derivamos la función

𝑓'(𝑥) = 3𝑥² + 4𝑥 − 24
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Igualamos la derivada de la función a 0

3𝑥² + 4𝑥 − 24 = 0

Hallar los valores de 𝑥 

𝑎 =  3
𝑏 = 4
𝑐 = −24

𝑥1 = 2.23   Punto crítico. La función posee un máximo.

𝑥2 =  −3.57   Punto crítico. La función posee un mínimo.

Obtener las coordenadas del máximo y mínimo

𝑓(2.23) =  (2.23)³ + 2(2.23)² −  24(2.23)
𝑓(2.23) =  11.08 + 2(4.97) −  53.52
𝑓(2.23) =  9.94 −  42.44
𝑓(2.23) =  −32.5

𝑓(−3.57) =  (−3.57)³ + 2(−3.57)² −  24(−3.57)
𝑓(2.23) =  −45.49 + 2(12.74) + 85.68
𝑓(2.23) =  25.48 + 40.19
𝑓(2.23)= 6 5.67
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Máximo (2.23, −32.5)
Mínimo (−3.57, 65.67)

Criterio de la segunda derivada:
	▪ Si 𝑓''(𝑥) > 0 la función posee un mínimo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) < 0 la función posee un máximo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) = 0 no concluyente.

Derivamos la función (primera derivada)

𝑓'(𝑥) = 3𝑥² + 4𝑥 − 24

Derivamos nuevamente la función (segunda derivada)

𝑓''(𝑥) = 6𝑥  + 4

Igualamos la primera derivada a 0
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3𝑥² + 4𝑥 − 24 = 0

Hallar los valores de 𝑥

𝑎 =  3
𝑏 = 4
𝑐 = −24

𝑥1 = 2.23

𝑥2 =  −3.57

Evaluamos los resultados obtenidos en la segunda derivada

𝑓''(2.23) = 6  (2.23) + 4 =  13.38 + 4
𝑓''(2.23) =  17.38   La función posee un mínimo.

𝑓''(−3.57) = 6  (−3.57) + 4 =  −21.42 + 4
𝑓''(−3.57) =  −17.42   La función posee un máximo.
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Puntos de inflexión y sentido de concavidad

Los puntos de inflexión son aquellos puntos donde la función cambia 
de concavidad. Si en la gráfica la función pareciera ir de abajo hacia 
arriba, se dice que es cóncava hacia arriba (o simplemente cóncava); 
en cambio, si pareciera ir de arriba hacia abajo, se dice que es cóncava 
hacia abajo (o convexa).

Una manera de visualizar los puntos de inflexión es que, si al trazar 
la gráfica de una función la realizamos en un solo trazo, la función no 
posee puntos de inflexión, pero si la gráfica la realizamos en dos o más 
trazos, cambiamos el sentido del movimiento de la muñeca (esto coincide 
con el sentido de concavidad), la función poseerá puntos de inflexión.

Para hallar los puntos de inflexión hacemos uso de la segunda deriva-
da, ya que donde esta corta al eje 𝑥, se encuentre el punto de inflexión.

𝑥³ − 9𝑥² +  27𝑥 −  29

Para hallar los puntos de inflexión y sentido de concavidad:
1.	 Obtener la segunda derivada de la función

	 𝑓'(𝑥) = 3𝑥² −18𝑥  + 27
	 𝑓''(𝑥)= 6𝑥 −   18

2.	 Igualar la segunda derivada a 0

	6𝑥 −   18 = 0

3.	 Hallar el valor de 𝑥

	6𝑥 =   18

	
	𝑥 =   3   Punto de inflexión

4.	 Obtener la coordenada del punto de inflexión
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	 𝑓(3) =  (3)³ − 9(3)² + 27(3) −  29
	 𝑓(3) =  27 −  9(9) + 81 −   29
	 𝑓(3)= 27 − 81   + 81 −   29
	 𝑓(3)= −2

Punto de inflexión (3, − 2)

	 Note que la deriva corta al eje 𝑥 justo donde se encuentra el punto de 
inflexión.

5.	 Para encontrar el sentido de concavidad, tomar un valor antes y un 
valor después del punto de inflexión, evaluar ambos valores en la 
segunda derivada:
	▪ Si 𝑓''(𝑥) > 0 cóncava hacia arriba (convexa).
	▪ Si 𝑓''(𝑥) < 0 cóncava hacia abajo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) = 0 punto de inflexión.

	 𝑥 = 2      𝑥 = 4
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	 𝑓''(2) = 6  (2) −  18 = 12 −18
	 𝑓''(2) =  −6 (Cóncava)

	 𝑓''(4) = 6  (4) −  18 = 12 −18
	 𝑓''(4) =  +6 (Convexa)

6.	 Escribir los intervalos de concavidad

	 (−∞, 3), (3, ∞)

𝑥⁴ - 4𝑥² +  4
1.	 Obtener la segunda derivada de la función

	 𝑓'(𝑥) = 4𝑥³ − 8 x
	 𝑓''(𝑥) = 12𝑥² − 8 

2.	 Igualar la segunda derivada a 0

	 12𝑥² −  8 = 0

3.	 Hallar el valor de 𝑥

	

	 6𝑥² − 4 =    0
	6 𝑥² = 4     Punto de inflexión
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Puntos de inflexión

	

	
4.	 Obtener coordenadas de los puntos de inflexión

	

	

	

	

	

	 𝑓(0.81) =  1.77
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	 𝑓(− 0.81) =  1.77

Puntos de inflexión (− 0.81, 1.77), (0.81, 1.77)

5.	 Encontrar el sentido de concavidad, elegir un valor antes y valor 
después de cada punto de inflexión
	▪ Si 𝑓''(𝑥) > 0 cóncava hacia arriba (convexa).
	▪ Si 𝑓''(𝑥) < 0 cóncava hacia abajo.
	▪ Si 𝑓''(𝑥) = 0 punto de inflexión.



	 Del primer punto de inflexión

	 𝑥 =  −1      𝑥 = 0
	 𝑓''(−1) =  12(−1)² −  8 = 12(1) −  8 = 12 − 8 
	 𝑓''(−1) =  +4 (Convexa)

	 𝑓''(0) =  12(0)² −  8 = 0 − 8  

	 𝑓''(0) =  − 8 (Cóncava)

	 Del segundo punto de inflexión
	 𝑥=0      𝑥=1
	 𝑓''(0) =  12(0)² −  8 = 0 − 8  
	 𝑓''(0) =  −8 (Cóncava)

	 𝑓''(1) =  12(1)² −  8 = 12 − 8 
	 𝑓''(1) =  +4 (Convexa)

	 Note que un mismo punto se encuentra entre los dos puntos de in-
flexión

6.	 Escribir los intervalos de concavidad

	 (−∞, −0.81), (−0.81, 0.81), (0.81, ∞)



Capítulo 3
_________________________

Cálculo integral
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Integrales indefinidas

La integral indefinida de una función se refiere a la integral que no es 
evaluada con ningún límite y es expresada como una función de 𝑥 e 
incluye una constante de integración.

1. Integral de una 0

La integral de cero es igual a una constante cualquiera, ya que la derivada 
(procedimiento inverso) de una constante es cero.

2. Integral de una constante

La integral de una constante es igual al producto de dicha constante por 
la variable  más la constante de integración.
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3. Integral de una potencia

La integral de  elevado a una potencia es igual a  elevado a la potencia más 
uno y dividido por la potencia más uno, más la constante de integración.

Las constantes pueden salir de la integral

Potencia en el denominador

Para este tipo de problemas usamos la propiedad   , después de 
integrarr nos quedará otro exponente negativo, por lo cual deberemos 
usar la propiedad anterior al revés   .

Recuerda que si el numerado es diferente de 1 al aplicar la propiedad, 
este multiplicara a .
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Si la  va acompañada de un coeficiente, podemos separar la expresión 
en dos fracciones dejando    la otra expresión saldrá fuera de la integral.

Al aplicar la propiedad de regreso, en el numerador quedará solo el 
coeficiente que acompaña a 

En este caso, el numerador es un polinomio; al aplicar la propiedad, todo 
el denominador debe considerarse un único factor, esto evitará confu-
siones. Recuerda que la integral es con respecto de 

Potencia fraccionaria

Para resolver este tipo de ejercicios, hacemos uso de la propiedad  
 , al integrar, nos quedará otro exponente fraccionario (con 

el mismo denominador) por lo que haremos de la propiedad anterior de 
regreso  .

Este tipo de problemas hace uso de otra propiedad:

	▪ Ley del sándwich  
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Así mismo podemos usar esta propiedad
	▪

En este ejemplo evitaremos tener que usar la ley del sándwich

Potencia fraccionaria en el denominador

En este caso haremos uso de las mismas propiedades de los casos pa-
sados; básicamente es la combinación de estos, quedándonos, pues  

Y para los casos donde usemos constantes  

Una particularidad de este caso es que el exponente fraccionario que nos 
quedará será un exponente fraccionario propio de la misma base (si el 
exponente fraccionario originalmente es propio).

En este ejemplo evitaremos usar la ley el sándwich
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Potencia casi inmediata

Este caso se caracteriza por usar la propiedad    o bien  
 en cualquiera de los casos anteriores. 

Si bien el ejemplo puede quedar hasta ahí, la raíz puede simplificar-
se, a partir del exponente fraccionario, y luego aplicar la propiedad 

Otra propiedad que podríamos usar es  
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4. Integral de suma – resta

La integral de la suma (o diferencia) de dos o más funciones es igual a 
la suma de integrales de cada función por separado, más la constante de 
integración.

Suma – resta casi inmediata (fracción)

Este caso refiere a cuando una suma – resta de funciones está siendo 
dividida por una función de un solo término.

Haremos uso principalmente de dos propiedades:

	▪

	▪

En caso de una constante

	▪
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La fusión de todas estas propiedades resultará en:

Fracción casi inmediata

Existen casos en que el denominador posee dos o más partes; para ello 
debemos factorizar el numerador con el fin de eliminar al denominador.

Factorizar por trinomio de la forma 𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐, es decir dos números que 
sumados den el término lineal y multiplicados el término independiente.

Aunque no parezca, el numerador es más grande que el denominador, 
en este caso, al estar 𝑥 elevado a un exponente mayor a 2, usaremos 
división sintética.
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5. Integral de  

La integral de 1 entre 𝑥 es igual al logaritmo natural de 𝑥

Este tipo de integral es sencillo, cualquier constante que acompañe a  𝑥 
puede salir de la integral.

La razón por la cual el logaritmo natural lleva |𝑥| (valor absoluto), es 
porque la derivada es una función (que deriva de otra) por lo cual le 
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podemos asignar cualquier valor a 𝑥, pero el logaritmo de un número 
negativo no existe, por lo que se toma su valor absoluto para evitar esto.

Note la siguiente integral, el numerador es la derivada del denominador

Debido a esto, el logaritmo natural tomará como argumento todo el de-
nominador; recuerda 𝑥 solamente está elevado a 1 y además se acompaña 
de otro término

En este otro ejemplo 𝑥 posee un coeficiente; note que el numerador es 
la derivada del denominador

Note que el numerador es múltiplo de la derivada del denominador
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Para este ejemplo completaremos la derivada, ten en cuenta que:

6. Integral de una división de funciones

Este tipo de integrales se basan en que el numerador es la derivada (o 
casi) del numerador, similar a lo que pasa en el apartado anterior. El 
denominador además posee un término independiente, el cual evita que 
se use la propiedad de la división de potencias de la misma base, pero 
por fortuna su derivada es 0.

Note que el numerador es la derivada del denominador
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En este ejemplo, el numerador es casi la derivada del denominador; para 
ello completaremos la derivada, recuerda que:

7. Integral de una función exponencial de base 

La integral de una función exponencial de base 𝑎 es igual a la misma 
función dividido entre el logaritmo natural de la base.

Este tipo de integrales tiene la peculiaridad de que su resultado in-
cluye a la misma función por lo que una forma para resolver este tipo 
de integral, siempre que se pueda, es completando la derivada. Es decir, 
lograr que el problema incluya la función junto con su derivada.
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Para resolver la integral, primero identificamos quien es 𝑎 y quien es 𝑢
𝑎 = 2
𝑢 = 𝑥

Después obtenemos la derivada de 𝑢

Como el problema contiene a la función con su derivada, reemplazamos 
en la fórmula

Note como la solución incluye a la función original

Identificar 𝑎 y 𝑢
𝑎 = 5
𝑢 = 3𝑥

Derivar 𝑢

Completar derivada
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Una característica de las funciones exponenciales es que a pesar de que 
su base sea constante, no podemos multiplicarla por otra constante, a 
menos de que sea de la misma base en cuyo caso solo los exponentes 
que acompañan a cada constante se ven afectados. Así también en este 
tipo de problemas podemos usar la siguiente propiedad:

Note que solo los exponentes se ven afectados, esto ya que una de las 
bases es afectada por 𝑥 por lo cual no podemos multiplicar las bases 
como tal.

Identificar 𝑎 y 𝑢
𝑎 = 2
𝑢 = 5𝑥 +  1

Derivar 𝑢
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Completar derivada

Note como transformamos el primer término en otro de la misma base 
que el segundo término

Identificar 𝑎 y 𝑢
𝑎 = 7
𝑢 = 7𝑥 +  2

Derivar 𝑢

Completar derivada

Similar a lo que ocurre al multiplicar una constante por otra igual pero 
elevada a 𝑥, al dividirlas solo se ven afectados los exponentes.
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Aplicar propiedad  

Identificar 𝑎 y 𝑢

𝑢 = 𝑥

Derivar 𝑢

Aplicar propiedad    y ley de sándwich  
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Para resolver este ejemplo, la función exponencial debe subir al denomi-
nador, los términos del exponente se ven afectados por el signo menos 
de la propiedad original de las potencias

Identificar 𝑎 y 𝑢
𝑎 = 10
𝑢 = −7𝑥 − 2

Derivar 𝑢

Completar derivada

8. Integral de una función exponencial de base 𝑒

La integral de una función exponencial de base  es igual a la misma 
función.

Este tipo de integrales son aún más sencillas que las anteriores, ya que, 
al ser el resultado igual que la función original, solo debemos observar 
si el problema contiene a la función con su derivada.
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Identificar 𝑢

𝑢 = 2𝑥

Derivar 𝑢

Completar derivada

Identificar 𝑢

Derivar 
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Completar derivada

Identificar 𝑢

Derivar 𝑢

Completar derivada
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Identificar 𝑢

𝑢 = −2𝑥

Derivar 𝑢

Completar derivada

9. Integral de una función trigonométrica

Al igual que en las funciones exponenciales, este tipo de integrales pue-
den resolverse completando la derivada; cabe mencionar que esto solo 
es posible cuando el grado de la función es solamente de 1, ya que con 
grados más altos debe usarse algún método de integración como cambio 
de variable o sustitución trigonométrica.

Seno
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Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Coseno

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Recuerde que lo que está en azul simplemente desaparece.
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Tangente

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Aplicar identidad trigonométrica  

La derivada de sin 𝑥 es cos 𝑥 ∙ 𝑥'

También,

La derivada de cos 𝑥 es −sin 𝑥 ∙ 𝑥' pero nos hace falta el signo negativo
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El signo negativo puede afectar a lo que queramos, en este caso al seno, 
pero también debe afectar a lo que está fuera de la integral

Cotangente

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Aplicar identidad trigonométrica  
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La derivada de  es 

Secante

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Separar fracción  

Aplicar identidad trigonométrica  
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Cosecante

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Separar fracción  

Aplicar identidad trigonométrica  
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Secante al cuadrado

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Cosecante al cuadrado
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Aplicar identidad trigonométrica sin² 𝑥 + cos² 𝑥 =  1 → sin² 𝑥= 1 − 
cos2 𝑥

Separar fracción 

Aplicar identidad trigonométrica  

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Secante por tangente
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Separar fracción  

Aplicar identidad trigonométrica  

Aplicar identidad trigonométrica  

Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

Cosecante por cotangente
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Derivar argumento de la función trigonométrica

Completar derivada

10. Integrales que producen una función trigonométrica 
inversa

Este tipo de integrales se caracterizan por ser fracciones donde el de-
nominador posee dos términos que tienen raíz cuadrada, además, el 
numerador contiene la derivada de la variable en cuestión, por lo que de 
igual manera podemos completar la derivada si es necesario.

Arcoseno

Identificar 𝑎² y 𝑢²

𝑎² = 25

𝑢² = 4𝑥²
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Obtener raíces cuadradas

𝑎 = 5

𝑢 = 2𝑥

Sustituir valores

Arcocoseno

La fórmula es la misma para el arcoseno, la diferencia radica en que el 
numerador (que es la derivada de 𝑢) lleva un signo negativo.

Identificar 𝑎² y 𝑢²

𝑎² = 49𝑎⁶

𝑢² = 36𝑥⁴

Obtener raíces cuadradas

𝑎 = 7𝑎³
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𝑢 = 6𝑥²

Obtener derivada de 𝑢

Completar derivada

Sustituir valores

Arcotangente

Identificar 𝑎² y 𝑢²

𝑎² = 4

𝑢² = 𝑒⁴x
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Obtener raíces cuadradas

𝑎 = 2

𝑢 = 𝑒²x

Sustituir valores

Arcocotangente

Separar fracción  

Primera integral
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Identificar 𝑎² y 𝑢²

𝑎² = 1

𝑢² = 𝑥²

Obtener raíces cuadradas

𝑎 = 1

𝑢 = 𝑥

Sustituir valores

Segunda integral

Completar derivada

Aplicar fórmula  

Juntar partes
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Arcosecante

Este problema es interesante, ya que tenemos al mismo tiempo 𝑢 y 𝑢²

𝑢 = 𝑥³ → 𝑢² = (𝑥³)² = 𝑥⁶

Encontrar 𝑎

𝑎² = 9

𝑎 = 3

Derivar 𝑢

Completar derivada

Sustituir valores
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Arcocosecante

𝑢 = 4𝑥 → 𝑢² = (4𝑥)² → 𝑢² = 16𝑥²

Encontrar 𝑎

𝑎² = 100

𝑎 = 10

Derivar 𝑢

Completar derivada

Sustituir valores
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Integrales definidas – Área bajo la curva

La integral definida es un concepto utilizado para una superficie bajo una 
función limitada por valores de 𝑥 y al eje 𝑥. Las integrales definidas se 
representan de la misma manera que las indefinidas, pero los límites se 
añaden como subíndice y superíndice en el signo de integración.

Para realizar el cálculo de integrales definidas:
	▪ Integra la función de la misma manera en la que lo harías en una 

integral indefinida
	▪ No incluyas la constante de integración
	▪ Evalúa el resultado de la integral entre los límites dados y resta los 

valores, restando el valor obtenido al sustituir el límite de integración 
superior menos el obtenido al sustituir el límite de integración inferior

Evaluar límites de integración

(5)² − (3)² = 25 - 9 = 16𝑢²

La función que acabamos de integrar es una función lineal; si bien al 
integrar obtenemos 𝑥², su representación gráfica será una línea recta. 
Los límites de integración son líneas rectas paralelas al eje 𝑥 que al ser 
intersecadas por la función, se formará una figura geométrica que se 
puede descomponer en un rectángulo y un triángulo. La base resulta ser 
la distancia entre cada límite de integración.
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Comprobar área

𝐴1 = 4𝑢²
𝐴2 = 2 ∙ 6
𝐴2 = 12𝑢²

Ya que el área se encuentra por arriba del eje 𝑥, nos da un valor positivo
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Evaluar límites de integración

Comprobar área

𝐴1 = 4.5𝑢²
𝐴2 = 3 ∙ 2
𝐴2 = 6𝑢²
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Evaluar límites de integración

(0)² − (−2)² = 0 − (4) = −4𝑢²

Ya que el área se encuentra debajo del eje 𝑥, el valor del área nos dará 
negativo. Sin embargo, las áreas negativas como tal no existen, por lo 
que debemos tomar el valor absoluto del resultado. 

La figura geométrica que se forma es un triángulo, ya que uno de los 
límites de integración es el punto de origen (0).
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𝐴 = 4𝑢²

En este otro ejemplo ocurre algo que debemos tomar en cuenta.

Factorizar el numerador por trinomio de la forma 𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐, para 
encontrar una expresión equivalente más fácil de integrar.

Evaluar límites de integración
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Comprobar área

𝐴1 = 4.5𝑢²

𝐴2 = 0.5𝑢²

El resultado obtenido al evaluar los límites de integración y el resultado 
obtenido geométricamente no coinciden. Esto se debe porque al evaluar 
en 0, el resultado nos da precisamente 0, por lo que no obtenemos el 
resultado cuando el área se encuentra por debajo del eje 𝑥.
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Para evitar este error:
1.	 Hallar la raíz de la ecuación, es decir, el valor en 𝑥 que hace que la 

ecuación nos dé como resultado 0 (corte al eje 𝑥).

	
𝑥 + 3 = 0
𝑥 = −3

2.	 Separar la integral en dos; la primera integral llevará el límite superior, 
y el valor de corte al eje 𝑥. La segunda integral llevará como límite 
superior el valor de corte al eje 𝑥 y al límite inferior.

	

3.	 Ya que sabemos que una de las integrales nos dará un resultado ne-
gativo, debemos tomar el valor absoluto de ambas integrales.

	

4.	 Integrar

	

0

−3
−3

−4

5.	 Evaluar límites de integración y comprobar resultado geométricamente
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Los resultados coinciden

Comprobar el resultado geométricamente es muy importante, especial-
mente cuando tenemos un área por debajo del eje. No obstante, al hallar 
el área bajo la curva de ecuaciones cuadráticas, ecuaciones cúbicas y de 
ecuaciones de mayor grado, esto se vuelve imposible ya no existe una 
forma de calcular directamente una figura curveada.

Antiguamente se usaba el método por agotamiento, que consistía 
en colocar rectángulos de área conocida, todos del mismo ancho, que 
abarquen toda el área para después ir disminuyendo el ancho y con ello 
aumentar más el número de rectángulos que quepan bajo el área con ello 
se conseguía una aproximación del área bajo la curva la cual iría siendo 
cada vez más exacta conforme más rectángulos cupieran bajo la curva. 
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Evaluar límites de integración

Aproximación del área
Método por agotamiento

2

1

Evaluar límites de integración
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4 − 5.33 − 2 + 4 − [0.25 − 0.66 − 0.5 + 2]
0.67 − 1.09 = −0.47𝑢²

Como el resultado nos dio negativo, debemos considerar el valor absoluto

En este ejemplo tendremos “áreas positivas” y “áreas negativas”, el pro-
blema es que no podemos hacer la comprobación geométrica ya que, si 
integramos directamente, las “áreas negativas” se restarán con las “áreas 
positivas” alterando así al resultado, ante esto debemos separar la integral 
tomando como límites intermedios los valores que cortan al eje 𝑥.

1.	 Encontrar las raíces de la ecuación
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𝑥³ -  2𝑥² −5𝑥 + 6 = 0

2.	 Separar la integral, la primera integral tendrá el límite superior original 
y como límite inferior el valor más alto de 𝑥 que corta el eje 𝑥

	

	 La siguiente integral tomará el valor anterior como límite superior y 
como límite inferior tomará el valor intermedio de 𝑥

	

	 De igual manera, para la otra integral tomamos el valor anterior como 
límite superior y como límite inferior el valor más bajo de 𝑥

	

	 Una vez más, tomamos el valor anterior como límite superior y al 
límite inferior original.
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3.	 Tomar el valor absoluto de las integrales

	

4.	 Integrar 

	

4

3
3

1
1

−2
−2

−3

5.	 Evaluar límites de integración
Primer integral

|88 − 42.66 − 40 − [38.25 − 18 − 22.5]|
|5.34 − [−2.25]|
|5.34 + 2.25| = 7.57𝑢²
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	 Segunda integral

	

|20.25 − 18 − 22.5 + 18 − [0.25 − 0.66 − 2.5 +6]|
|−2.25 − [3.09]|
|−2.25 − 3.09| = |−5.34| = 5.34𝑢²

	 Tercera integral

	

|0.25 − 0.66 − 2.5 + 6 − [4 + 5.33 − 10 − 12]|

|3.09 − [−12.67]|

|3.09 + 12.67| = 15.76𝑢²

	 Cuarta integral
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|4 + 5.33 − 10 − 12 − [20.25 + 18 − 22.5 − 18]|

| −12.67 − [20.25 + 18 − 22.5 − 18]|

|−12.67 − [−2.25]|

|−12.67 + 2.25|

|− 10.42| = 10.42𝑢²

	 Juntando partes

	 7.57𝑢² + 5.34𝑢² + 15.76𝑢² + 10.42𝑢² = 39.09𝑢² 



Cálculo diferencial e integral con álgebra182

Área entre funciones

El área comprendida entre dos funciones es igual al área de la función 
que está situada por encima menos el área de la función que está situada 
por debajo.

Para hallar el área entre dos funciones:

𝑓(𝑥) =  𝑥²

𝑔(𝑥) =  −𝑥² + 4𝑥

A) Hallar los puntos de intersección 

Los puntos de intersección son los límites de integración e indican donde 
inicia y donde termina el área entre dos funciones.

Para hallar los puntos de intersección, debemos igualar ambas ecua-
ciones y despejar 𝑥.
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𝑥² = −𝑥² + 4𝑥
𝑥² + 𝑥² − 4𝑥 = 0
2𝑥² − 4𝑥 =  0

Factorizamos por término común para obtener los valores de 𝑥 (puntos 
de intersección)

2𝑥(𝑥 − 2) =  0
𝑥1 = 0 𝑥 − 2   = 0

𝑥2 = 2

Puntos de intersección

B) Tabulación

Esto se realiza con el fin de representar el problema en cuestión de ma-
nera gráfica.

Al evaluar los puntos de intersección obtendremos el mismo resul-
tado en 𝑦 en ambas ecuaciones. 
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C) Gráfica

Note los puntos de intersección y el área entre funciones.

D) Integración

Para hallar el área entre dos funciones, debemos hallar la integral de la 
función que pasa por arriba menos la función que pasa por abajo, tomando 
como límites los puntos de intersección; el límite superior será el valor 
más alto y el límite inferior el valor más bajo.

2

0
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Evaluar límites de integración

𝐴 = 2.67𝑢²

En este otro ejemplo tendremos tres puntos de intersección:

𝑓(𝑥) =  𝑥² − 4𝑥

𝑔(𝑥) =  −𝑥³ −  6𝑥² + 8𝑥

A) Hallar los puntos de integración

𝑥² − 4𝑥 =  𝑥³ −  6𝑥² + 8𝑥
𝑥³ −  𝑥² − 6𝑥² + 4𝑥 + 8𝑥 = 0
𝑥³ −  7𝑥² + 12𝑥 = 0

Factorizamos por término común

𝑥(𝑥² − 7𝑥 + 12) = 0

Factorizamos por trinomio de la forma 𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐

𝑥(𝑥 − 3)(𝑥 −  4) = 0

Obtenemos lo valores de 𝑥

𝑥1 = 0 𝑥 − 3   = 0 𝑥 − 4   = 0
𝑥3 = 4𝑥2 = 3

Puntos de intersección
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B) Tabulación

Al evaluar los puntos de intersección, obtendremos el mismo resultado 
en 𝑦 en ambas funciones. 

C) Gráfica

Note (de derecha a izquierda) cómo en un tramo 𝑓(𝑥) se encuentra por 
arriba y luego por debajo; 𝑔(𝑥) se encuentra primero por debajo y luego 
por arriba. 
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D) Integración

Al tener dos tramos, el área entre las funciones será igual a la suma del 
área de cada tramo por separado, es decir:

En la primera integral tomaremos como límite superior el punto de in-
tersección más alto y como límite inferior el punto de intersección de 
valor medio; para la segunda integral tomaremos como límite superior 
el punto de intersección de valor medio, y como límite inferior el punto 
de intersección de valor bajo.

Tramo donde 𝑓(𝑥) pasa por arriba 𝐴1 Tramo donde 𝑔(x) pasa por arriba 𝐴2
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Primer tramo

4

3

Evaluar límites de integración

−64 + 149.33 − 96 −[−20.25 + 63 − 54]
−10.67 − [−11.25] = −10.67 + 11.25 = 0.58
A1 = 0.58𝑢²

Segundo tramo

3

0
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Evaluar límites de integración

20.25 − 63 + 54 = 11.25
A2 = 11.25𝑢²

Área total
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Métodos de integración

Para las operaciones algebraicas, existe un algoritmo que permite ob-
tener el resultado deseado; en el cálculo diferencial, la derivada posee 
su propio procedimiento a través del método de los cuatro pasos. Sin 
embargo, la integración de funciones no cuenta con un algoritmo único; 
“aunque se sabe que la integral de una expresión diferencial dada exis-
te, puede ser imposible obtenerla en términos de funciones conocidas” 
(Granville, 1963).

Esta condición conlleva la necesidad de contar con diversas estrategias 
que ayuden a determinar la antiderivada; en algunos casos, los métodos 
de integración ofrecen una de las alternativas que permiten encontrar una 
solución exacta. Su relevancia se debe a que brindan la posibilidad de 
transformar ciertas expresiones matemáticas en expresiones algebraicas 
equivalentes que pueden ser ubicadas en una de las múltiples tablas de 
integración para integrar la función estudiada de manera precisa.

Integración por cambio de variable

A  diferencia de las derivadas, en las cuales contamos con la regla de la 
cadena (dos expresiones multiplicándose), en la integración no tenemos 
un proceso inverso a la regla de la cadena, y desarrollar la expresión sería 
tardado y nos daría un resultado exageradamente largo.

Este método de integración se fundamenta en que una expresión resulta 
ser la derivada de la otra.

Note que (9𝑥² + 8𝑥) es la derivada de (3𝑥³ + 4𝑥²)

𝑢 𝑑𝑢
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Obtengamos la derivada de 𝑢 con respecto a 𝑥

𝑢 = 3𝑥³ + 4𝑥²

Debemos dejar solo al diferencial de 𝑢 (𝑑𝑢) por lo que tenemos que 
despejar al diferencial de 𝑥 (𝑑𝑥).

𝑑𝑢 = (9𝑥² + 8𝑥) 𝑑𝑥

Realizamos el cambio de variable, como nuestra expresión ahora será con 
respecto a 𝑢 debemos pasar de 𝑑𝑥 a 𝑑𝑢 (lo cual realizamos anteriormente).

Integramos

Una vez integrada la expresión, devolvemos  al valor original

En este caso, una expresión es casi la derivada de otra

𝑑𝑢 𝑢
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Note además que la expresión que será la derivada de 𝑢 (𝑑𝑢) puede no 
estar al lado del 𝑑𝑥

Obtengamos la derivada de 𝑢 con respecto a 𝑥

𝑢 = 2𝑥³ −  5

Despejamos 𝑑𝑥

𝑑𝑢 =  6𝑥²𝑑𝑥

El problema contiene 𝑥²𝑑𝑥 y no 6𝑥²𝑑𝑥 ante ello, despejamos el 6

Realizamos cambio de variable y de diferencial 

Al ser  una constante puede salir de la integral

Devolvemos 𝑢 al valor original
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En este otro caso, nuevamente una expresión (numerador) es casi la 
derivada de la otra (denominador)

De manera rápida podemos saber que la derivada de una expresión será 
aquella que posea 𝑥 elevada a un exponente de menor grado o que tenga 
solamente el coeficiente

El numerador es casi a derivada ya que tiene 4𝑥 en lugar de 2𝑥. No obs-
tante, podemos manipular el problema de la siguiente manera:

Separamos la fracción  

Además  

Para que el numerador de la segunda expresión sea la derivada del deno-
minador hace falta "3", este lo podemos agregar de la siguiente manera:

𝑥 + 𝑦 − 𝑦 = 0
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La segunda fracción la volvemos a separar

En la tercera fracción, al no tener  en el numerador, será más fácil inte-
grarlo.

Aplicar propiedad ∫(𝑢 + 𝑣)𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑑𝑥 + ∫𝑣𝑑𝑥

Tenemos dos veces la mima expresión así que podemos simplificar

Cambio de variable, recuerda que:

𝑢 = 3𝑥 −  𝑥² − 2
𝑑𝑢 = (3 − 2𝑥)𝑑𝑥

Sacamos la constante de la segunda fracción

Factorizamos el radicando en el denominador de la segunda expresión 

3𝑥 −  𝑥² − 2
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Reordenamos términos

− 𝑥² − 3𝑥 − 2

Extraemos el signo negativo (−𝑎 + 𝑏 +  𝑐) = (𝑎 − 𝑏 + 𝑐)

− (𝑥² − 3𝑥 − 2)

La idea ahora es obtener un T.C.P, pero  no es el doble de la raíz cuadrada 
de 2. Así que debemos recurrir a completar el T.C.P, recuerda que 𝑥 + 
𝑦 − 𝑦 =    0

Para ello, haremos el procedimiento inverso de T.C.P, es decir, dividimos 
3 entre 2 y todo eso lo elevamos al cuadrado, el exponente se distribuye 
al numerador y denominador

Obtenemos T.C.P, recuerda que el otro término es la raíz cuadrada de 
𝑥², o sea 𝑥

Observa que el segundo término posee raíz cuadrada exacta
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Quitamos el signo negativo que quedo fuera del paréntesis 

(−𝑎 + 𝑏 +  𝑐) = (−𝑎 + 𝑏 − 𝑐)

Reordenamos términos (−𝑎 + 𝑏) =  (𝑏 −  𝑎)

Volviendo a la integral

Aplicar fórmula  

𝑎 𝑣

Simplificar
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Aplicar ley del sándwich 

Para integrar la primera fracción

Aplicar propiedad  

Aplicar propiedad  
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Integrar

Aplicar ley del sándwich 

Aplicar propiedad 

Finalmente devolver 𝑢 al valor original

Integración por sustitución por partes

A diferencia de las derivadas, no existe una fórmula para poder integrar 
cualquier producto de funciones. Lo más cercano que tenemos a una regla 
para integrar producto de funciones es la integración por partes. Curio-
samente, se basa en la fórmula para derivar un producto de funciones.
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Regla del producto

Multiplicando ambos lados de la ecuación por el diferencial de 𝑥 (𝑑𝑥)

Integrando ambos lados de la ecuación

Despejando…

Fórmula integración por partes

Para elegir qué expresión será 𝑢 y cual 𝑑𝑣 nos guiaremos de la nemo-
tecnia ILATE, el cual representa el orden de importancia de izquierda a 
derecha de las funciones que se tengan 
I - Funciones inversas [arcsen(𝑥)]
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L - Funciones logarítmicas [ln 𝑥]
A - Funciones algebraicas [𝑥²]
T - Funciones trigonométricas [sen(𝑥)]
E - Funciones exponenciales [𝑒x]

A > L

A L

𝑢𝑑𝑣

Encontrar 𝑣 y 𝑑𝑢

Derivando

𝑢=ln 𝑥
Integrando

𝑑𝑣 = 𝑥

Sustituir valores en la fórmula

Aplicar propiedad  
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Sacar la constante

Integrar

Factorizar por término común
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Determinar tipo de función y prioridad

A > E

A E

𝑢 𝑑𝑢

Encontrar 𝑣 y 𝑑𝑢

Derivando

𝑢 = 𝑥
Integrando

𝑑𝑣 = 𝑒x

𝑣 = 𝑒x

𝑑𝑢 = 1

Sustituir valores en la fórmula

Factorizar por término común
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