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Prefacio

El estudio del cédlculo diferencial exige, como requisito indispensable, un conocimiento sélido del
dlgebra y la teoria de funciones. Estas dos dreas constituyen la estructura fundamental sobre
la cual se erigen todos los conceptos del cédlculo. El dlgebra constituye el lenguaje simbdlico
y la herramienta operativa del cdlculo. Su dominio es esencial para la manipulacién rigurosa
de expresiones, la simplificacién de problemas complejos y la resolucién de las ecuaciones que
emergen tras la aplicacién de los principios del cdlculo. Sin una sélida competencia algebraica,
la aplicacion de conceptos como la derivada a partir de su definicién formal, o la determinacién
de valores criticos como maximos y minimos, se convierte en una tarea complicada. En esen-
cia, el dlgebra proporciona la capacidad procedimental para transitar desde el planteamiento
tedrico de un problema hasta su solucién cuantitativa. Por su parte, las funciones representan
el objeto de estudio primordial del célculo diferencial. El cédlculo es, en su niticleo, la ciencia del
cambio, y las funciones son el formalismo matematico para describir cémo una cantidad varfa
en relacién con otra. Conceptos centrales como la tasa de cambio instantanea (la derivada), los
limites y la continuidad son propiedades inherentes al comportamiento de las funciones. Una
comprension cabal de sus dominios, rangos y representaciones graficas es crucial para interpretar
geométricamente la derivada como la pendiente de la recta tangente y, por ende, para visualizar
y comprender intuitivamente los fenémenos que el cdlculo modela.

En conclusién, mientras el algebra proporciona las herramientas operativas, el estudio de
funciones aporta el contexto y el objeto de andlisis. Reconociendo esta relaciéon simbidtica, la
presente obra, "Introduccién al Célculo Diferencial: Un Curso Bésico de Algebra y Funciones",
ha sido estructurada para consolidar estas dos dreas pilares antes de abordar los conceptos
propios del cédlculo, garantizando asi una comprensién genuina y duradera de sus principios
fundamentales.

Este libro "Introduccién al Célculo Diferencial: Un Curso Bésico de Algebra y Funciones",
estd dirigido a estudiantes que ingresan al nivel universitario, los cuales ya tienen alguna experi-
encia previa de un curso de dlgebra el libro trata principalmente de 11 temas esenciales de dlgebra
y principios de funciones: 1) Numeros Reales; 2) Expresiones Algebraicas; 3) Productos Nota-
bles y Factorizacién; 4) Expresiones Racionales; 5) Ecuaciones Algebraicas; 6) Desigualdades;
7) Ecuaciones de Rectas; 8) Ecuaciones Lineales Simultdneas; 9) Exponentes y Logaritmos; 10)
Sistemas de Ecuaciones no Lineales; 11) Funciones Reales. Adicionalmente, 2 temas de célculo
diferencial como introduccion al célculo diferencial: 12) Limites de Funciones y 13) Derivada de
Funciones.

El esquema de desarrollo plasmado en este libro inicia i) presentando el concepto a trabajar
de forma breve; ii) hace énfasis en las propiedades aplicadas al resolver un problema particular,
mostrando ejemplos simples para aplicar estas propiedades; iii) presenta ejemplos de diferentes
grados de dificultad, resolviendo paso a paso y explicando el proceso resolucién; iv) aclara
durante el proceso de resolucién, los errores algebraicos tipicos que suelen cometerse; iv) utiliza
como herramienta de apoyo el Software GeoGebra (http://www.geogebra.org/) el cual permite
interactuar dindmicamente en la geometria, el dlgebra, el andlisis matemaético.
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Introduccion al Calenlo Diferencial- Un Curso Bésico de Algebra y Funciones.

Este esquema de trabajo pretende nivelar, reforzar y profundizar en los estudiantes los
conocimientos necesarios para los cursos de matemadticas posteriores. El presente texto in-
vita a desarrollar en los estudiantes habilidades de manejo algebraico y operatividad en los
catorce temas del contenido de este libro; ademads de reforzar y aclarar los conceptos algebraicos
identificados como los més criticos y en los que mds errores se cometen.

Es importante hacer notar que el material presentado en este libro es bdsico en un curso de
cédlculo diferencial e integral, por lo tanto, el presente texto puede ser una herramienta de apoyo
para los estudiantes que cursan un nivel posterior de matemaéticas. Ha sido identificado que gran
parte de los problemas que un estudiante se encuentra en un curso de mateméticas avanzadas
son propiamente de los doce temas de dlgebra y funciones tratados en este libro.
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Capitulo 1

Numeros Reales

1.1 Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de objetos o elementos. Se dice que un elemento pertenece a
un conjunto si el elemento cumple o hace verdadera la proposiciéon o propiedad que define al
conjunto.

A los conjuntos se les denota con letras mayusculas del alfabeto griego o latino (A, B, II, €,
etc.) y a sus elementos con letras minuisculas (a, b, z, 8, etc.).

La representacién simbélica de un conjunto es,

A={a|P}

esto es, el elemento a pertenece al conjunto A si cumple la proposicién P. La barra vertical
"I" puede leerse como "tal que...". Otra forma simple es, el conjunto A tiene elementos a que
satisfacen la propiedad P.

La pertenencia del elemento a al conjunto A se indica por,

a€ A

la no pertenencia de un elemento a un conjunto por,
s¢ A

Por ejemplo,

A=1{1,2,3,4,5,6}

es una lista o coleccién de todos los elementos que satisfacen P. O equivalentemente, esto se
indica por
A ={z |z es un entero, 0 < z < 7}

la descripcién es entonces: A es un conjunto de elementos x, tal que = es un entero entre 0 y 7.
Otros conjuntos pueden ser:
A = {2,4,6,...}
B {z|z=2k k=1,2,...}
C = {z|z=2k-1, k=1,2,...}

El conjunto A y B contienen los mismos elementos, es decir, los nimeros pares; el conjunto
A contiene los elementos y el conjunto B establece la propiedad que deben cumplir el elemento
x para pertenecer a este conjunto. El conjunto C' es el conjunto de nimeros impares.
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Introduccion al Calenlo Diferencial- Un Curso Bésico de Algebra y Funciones.

En los conjuntos A, B y C' los puntos suspensivos indican que la lista continua indefinida-
mente.

Se dice que los conjuntos A = B si ambos constan de los mismos elementos, por lo contrario
A#£C.

Se dice que el conjunto A es un subconjunto del conjunto R, donde R es el conjunto de los
nimeros reales, o bien que el conjunto R contiene al conjunto A, lo cual se escribe como

A CR,
si todo elemento del conjunto A es también elemento del conjunto R.
1.1.1 Operaciones con Conjuntos
Dados dos conjuntos arbitrarios A y B se definen las siguientes operaciones binarias importantes:

1. La unién de A con B, denotada por A U B es otro conjunto C' que consta de todos los
elementos que estén en A o en B o en ambos, esto es,

C=AUB={zx|zxc€AozxeB}

Ejemplo 1 Se tienen las operaciones siguientes:
{1,2,3}U{a,b,c} = {1,2,3,a,b,c}
{1,2,3}U{3,5} U{T} {1,2,3,5,7}
{71', V2, 3.9,T} U{a,b,c} = {3.9,77, a,b,c,r, \/Q}

2. La interseccién de A con B, denotada por AN B es otro conjunto C' que consta de todos
los elementos que estdn en A como en B, esto es,

C=AnNnB={z|z€Ayxec B}

Ejemplo 2 Operaciones con conjuntos

{1,2,3} n{2,4,6} = {2}
{1,2,3}n{a,b,c} = 0
{1,2,3,¢} N ({2,4,6} U {a,b,c}) = {2,¢}
{-2,-1,0} n{0,1,2} = {0}
{1,2,3}n{} = 0

Si no existe algin elemento que satisface la proposiciéon P en un conjunto, se dice que es
un conjunto vacio y se denota por el simbolo (). Note que el conjunto {0} y el conjunto () son
dos conjuntos diferentes, en el primer conjunto el 0 (cero) es el tnico elemento del conjunto,
mientras que en el segundo no existe elemento alguno.

1.2 Conjunto de los Nimeros Reales

El conjunto de todos los niimeros reales se denota por el simbolo R, los subconjuntos més
importantes del conjunto de los nimeros reales son:
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1. Niimeros reales

1. Nimeros Naturales, N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,...}

2. Numeros Enteros, Z ={...,—5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5...}
3. Ntimeros racionales, Q = {p |p,q €Z, q# 0}
q

Segin la definicién del conjunto @, un ntimero racional es el cociente de dos nimeros enteros,

tal como ]2, donde el numerador (p) y el denominador (q) pueden ser cualquier nimero del
q

conjunto Z, excepto que g no puedo ser cero. Bajo estas condiciones, se dan algunos ejemplos
de estos:

1 -3 45 0 5

y 5 BT g g o
un nimero racional es una fraccién, el cual tiene una representacién decimal, algunos ejemplos

de estos son:

1 1 1
—_ = .2 _—=— .12 - = . cen t .
1 0.25, 3 0.125, 3 0.3333..., etc

Es importante enfatizar que el cociente,

p

0
no tiene significado dentro del conjunto R, segiin lo que indica la definicién del conjunto Q,

por lo tanto, se dice que el nimero racional con denominador cero no existe, por ejemplo, el
cociente de nimeros tales como,

8 =10 0
00 07 0
no son numeros racionales, y tampoco pertenecen al conjunto de los niimeros reales.
ACLARACION IMPORTANTE. El concepto considerado a partir de la definicién del con-
junto Q, es diferente de la que se establece en el Cdlculo Diferencial; mientras que aqui ¢ = 0,
en el Célculo Diferencial se considera que a medida ¢ se aproxima (o tiende) a cero sin ser cero,

etc.

lo cual se denota por ¢ — 0, el cociente b crece o decrece indefinidamente. Esto se observa en
q

el ejemplo concreto siguiente, si ¢ se aproxima a cero por la derecha el cociente crece indefinida-
mente hacia un valor positivo; por otro lado, si ¢ se aproxima a cero por la izquierda el cociente
se decrece indefinidamente hacia un valor negativo.

1 1
— =1 — =1
0.1 0 —0.1 0
100 L~ 100
0.01 —0.01
1
= 10000000 — = -10000000

0.0000001 —0.0000001

simbdlicamente esto se representa por,
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Bzoo o E:—oo cuando ¢ — 0

q q
FEl simbolo oo se le conoce como infinito e indica que el valor del cociente no se alcanza y su

bisqueda puede prolongarse sin encontrar algiin limite concreto, se dice entonces en la jerga del
Célculo Diferencial que el cociente p/0 estd indeterminado. En Algebra, el valor del cociente
cociente p/0 no existe, de acuerdo a la definicién del subconjunto Q del conjunto de los nimeros
reales. En la jerga del Célculo Diferencial se denota por
lim f(x lim f(z
z—0— f( ) Y z—0t f( )
4. Numeros irracionales (7): Un ntimero real que no puede expresarse como un cociente de

enteros o una fraccién es un nimero irracional; en esta categoria de nimeros se encuentran
nimeros famosos como 7, e (base de los logaritmos naturales) y otros,

V2 = 1.414213562 373095048 801 689...
m = 3.141592653 589793 238 462 643...
e = 2.718281828459045235360287...

Por simple curiosidad, en los ejemplos anteriores sélo se presentan algunos digitos o cifras
exactas de numeros irracionales; por ejemplo, el nimero 7 se presenta con 24 cifras exactas.
Actualmente, se conoce al niimero 7 con enorme precisién, esto es con 51,539, 600,000! cifras
exactas. Las aplicaciones pricticas no requieren en general, mds de cinco o seis cifras; asi por
ejemplo, el valor numérico utilizado para m se aproxima como el valor de 3.1416 y el valor
numérico para e se puede aproximar con 2.7183.

Ejemplo 3 Aprozimacion de un ndmero irracional a un fraccion. Si un nimero irracional se
acota, entonces el nimero irracional puede tener una representacion fraccionaria aprorimada,

ast, por ejemplo, m ~ 3.141593 se puede aproximar con una fraccion®, estd es,

710
~— =3.141
TR 508 3 593

1.2.1 Subconjuntos de los Numeros Reales

Se establece que,
NCZCQCR

esto es, los nimeros naturales estdn contenidos en los nimeros enteros, los que a su vez forman
parte de los nimeros racionales, y estos iltimos estdn contenidos en los nimeros reales. Por
otro lado,

ICR

indica que los nimeros irracionales son s6lo un subconjunto de los niimeros reales. En conclusion,
el conjunto de los nimeros reales es el conjunto més grande que contiene a todos los demés
conjuntos de nimeros.

'Historfa de las Matematicas. En los dltimos 10, 000 afios.
Tan Stewart, Ed. Critica Barcelona, 2012
http://www.karmany.net /
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1. Niimeros reales

1.3 Propiedades de los Niimeros Reales

Considere tres numeros reales arbitrarios a, b y c¢. Se establecen las siguientes propiedades:

1.3.1 Propiedad de la Adicién y de la Multiplicacién
1. Propiedad conmuntativa de la adicién
a+b=b+asT74+3=3+7

Fl stmbolo < significa, equivale a... o es lo mismo que....

Cuando se suman dos nimeros, el orden de la adicién no importa.
2. Propiedad conmutativa de la multiplicacién
ab=ba=3-5=5-3
Cuando se multiplica dos niimeros, el orden no importa.
3. Propiedad asociativa de la adicién
(a+b0)+c=a+(b+c) e 2+4)+T=2+(4+7)
Cuando sumas tres nimeros, no importa cual de los dos sumas primero.
4. Propiedad asociativa de la multiplicacién
(ab)e=a(bc) < (3-7)-5=3-(7-5)
Cuando multiplicas tres nimeros, no importa cual de los dos multiplicas primero.

5. Propiedad distributiva
alb+c)=ab+ac=2-(34+5)=2-34+2-5

Cuando multiplicas un nimero por una suma de dos mimeros, se consigue el mismo resul-
tado que cuando se multiplica el nimero por cada término de la suma.

Es importante mencionar que la multiplicacién no es distributiva, asi por ejemplo, lo
siguiente es falso,

2 (abc)

(2a) (2b) (2¢)
— (2)(2) (@)abe
= 8abc

6. Propiedad del elemento idéntico

Suma
a+0=a<34+0=3

Multiplicacién
axl=a& —-4x1=-4

17
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7. Propiedad del elemento inverso

Suma
a+(—a)=0&6+(-6)=0

El elemento inverso en la suma se conoce como el opuesto.

Multiplicacién (a # 0)
1 1
-] =1 -2 =1

El elemento inverso en la multiplicacién se conoce como reciproco.
Por ejemplo si a =0

1
0 <0> = 1 < imposible

El reciproco de cero no existe, ya que el niimero racional correspondiente no existe tampoco.

Ejercicio 1 Encuentre el 5.6 11. _22
reciproco y el opuesto en cada 1 5
uno de los siguientes nimeros. 6. — 1
—14 12. 33
1. —83 7. 0.25 9
13. 5-
2. —25 s I8 3. 5%
1 21
3. 5 9 2 14, —=
—/16 4
6
4 == 10. -1 15. —\/3

1.3.2 Propiedades de los Numeros Negativos

Considere los nimeros reales arbitrarios a y b. Se definen las siguientes propiedades:
1. (-)a=—-a< (-1)5=-5
2. —(—a)=a< —(-5)=5
3. (—a)b=a(-b) =—(ab) & (=5)7T=5(-7)=—=(5-7)
4. (—a)(-b)=ab< (-4)(-3)=4-3
5. —(a+b)=—a—-b& —(3+5)=-3-5
6. —(a—b)=b—-as—-(5-8)=8-5

1.3.3 Propiedades de la Divisién
Si a y b son nimeros reales y b # 0, la divisién de a entre b esta definida por,

1 a
+b=ax - = -
a axb b

en la definicién anterior, a se conoce como dividendo y b es el divisor. La divisién se interpreta
también como la multiplicacién del dividendo por el reciproco del divisor.

18



1. Niimeros reales

Hechos Importantes

1. La divisién no es conmutativa,

a+b # b+a
8+2 # 2-+8
1
4 _
7 4
2. La divisién no es asociativa,
a+(Mb+c) # (a+b)+c
16+(4+2) # (16+4)=+2
16+-2 # 4+2
8 # 2

3. La divisién de "0" entre cualquier nimero real es "0",

0=ax0=0

— = 0= (-8)x0=0

4. La divisién de cualquier nimero real entre "0" no esté definida, esto es, el nimero racional
con denominador "cero" no existe dentro del conjunto R. No se puede dividir por cero
ninguna cantidad, ya que habria que multiplicar por el reciproco de "0"; el reciproco de
cero no existe.

1.3.4 Leyes de los Signos
Las propiedades de los negativos da lugar a la conocida como leyes de los signos.
1. Leyes de los signos de la multiplicacién.

(a) El producto de dos nimeros del mismo signo es positivo.

(b) El producto de dos nimeros de signo contrario es negativo.

+

(+

+

X X X X

+

A/\/‘\/\
~— — ~— ~—

) (+)
=) = (+)
(=) (=)
(+) (=)

2. Leyes de los signos de la division.

(a) La divisién de dos nimeros del mismo signo es positivo.

(b) La divisién de dos ntimeros de signo contrario es negativo.
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() + () =
() +(-) =
() +(-) =
() +(4) =

1.3.5 Jerarquia de Operaciones

La jerarquia es un criterio que establece un orden de precedencia, esto es, en qué direccién, qué
es primero y qué después. La jerarquia de operaciones establece los criterios para llevar a cabo

las operaciones aritméticas. Esta es la siguiente:

1.

Ejemplo 4 Aplicacion de la jerarquia de operaciones.

1.

continuacioén.

. Realizar las sumas y restas.

5—(8+43)—6

35+ 7+ 12

6—2[14 — (7 - 10)]

20

—~ |
+
~— —|—

—~~
+
~— —

TN
T

k&

Llevar a cabo las multiplicaciones y divisiones.

. Efectuar las operaciones de izquierda a derecha.

Efectuar las operaciones que se encuentre entre los signos de agrupamiento, tales como,
(), [ ]o{ }, efectuando primero las operaciones en los signos de agrupamiento més
internos y desplazando las operaciones hacia los externos, siguiendo el orden dictado a

. Efectuar las operaciones indicadas por las potencias, enteras o fraccionarias.

5—11-6
—12

5+ 12



1. Niimeros reales

Ejercicio 2 Aplique la jerarquia de opera-

6 x4—5x(-2)

3XT7T+11x3

ciones en las siguientes expresiones.

~

10.

11.

12.

13.
1.
15.

1.3.6 Propiedades de las Fracciones

5—(8+3—6)
5—8+(3-6)
48 = (—4) (6)
100 = (8 x 7)
19 + 25 = (—5)

114+ (9-3)
(7—5)+1
3(27 - 6)
5x3—6
36 +4x5

20+ (54 = (24 7))

32—-17+8x%9

6— (14— 5)
12+38

6 x 5— 40

6 (5 — 40)

(124 x 2) = (4(=5))

9x8—12+3
(9x8—12) =

3

17.
18.
19.
20.
21,
22,
23,
2.
25,
26
27,
28.
29,

30.

31.

32.

6 x 4+ 10
3XT+11x3
24 + 10
21+ 33
34 17
54 27

9x(8-12)+3

9 x (8 —(12+3))
(7x2)+ (10 —4) + 2
7x (2410 —4) +2
Tx24+10—4+2

(7% 2+10)(—4+2)
(7% (24 10) — 4) =2
16 —12 — (8 — (24 = 4))
16—-12-8—-24+4
16— (12—8—24) + 4
(16 —12 -8 —24) =+ 4
16 — (12— 8) — (24 + 4)
52-32+3x9+3
9x3—52—(=3)?2

=72+ (56 = (=7))

e

(—5)% + (102 = 4?)

Considere tres nimeros arbitrarios a, b y ¢ del conjunto Z. El cociente que puede formarse entre
estos nimeros da lugar a nimeros fraccionarios con denominador diferente de cero, que cumplen
las reglas siguientes.

a cC ac

b d bd

2 5 2.5 10

37 3.7 21

Para multiplicar fracciones, multiplique numerador por numerador y denominador por

denominador.

21



Introduccion al Calenlo Diferencial- Un Curso Bésico de Algebra y Funciones.

T_u
5 15

_2
3

2.

a
b
~—~ ~— ~— ~—

Dividendo Divisor Dividendo reciproco

=

ol

ISHe)
S e
Wl N
~3| o

Para dividir fracciones, multiplique el dividendo por el reciproco del divisor.

3 9+§_a+b@g+3_ﬂ_g
e ¢ ¢ 5 5 5 5

Para sumar fracciones con el mismo denominador, solo sume los numeradores, el denomi-
nador es el mismo.

4. 24

c ad+bc<:>2 3_2~7+3-5_@
b d bd 5 7 35 - 35

Para sumar fracciones con diferente denominador, encuentre un denominador comin, luego
sume los numeradores. O convierta las fracciones a fracciones equivalentes con el mismo

denominador.
A _2,20_2
"be b 35 3

Cancele los nimeros que son factores comunes en el numerador y denominador.

Ejemplo 5 Determine si las fracciones 21 Y 53 son equivalentes.

Dos fracciones son equivalentes (iguales) si la division de ambas es la unidad, por lo tanto,

14
4,42 5
21 T 63 42

63
14063\ _
21\42/)
2
(5)6) -
3/)\2

1 =1

lo cual prueba que ambas fracciones son equivalentes. De otra forma, dos fracciones son equiva-
lentes cuando su producto cruzado es igual.

14 2 ‘
De esta forma TR 63’ son equivalente ya que,

(14) (63) (21) (42)
882 = 882

3
Ejemplo 6 Dada la fraccion 5 determine por los menos tres fracciones equivalentes.
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1. Niimeros reales

Para obtener fracciones equivalente multiplique numerador y denominador por un mismo
numero, por ejemplo,

ol Oolw ol w
s Wl NN
[y
ot

todas las anteriores son fracciones equivalentes.

Ejemplo 7 Operaciones con fracciones.

L<§>(i><$>:§ég§§:;;:_;

, 3.5 3 10_3x10_30_3
4710 475 4x5 20 2
3 5 3 8

3. = st+ts=-=1

8 ix2 8783
43+1_3+1 2 _3+2_5

42 4 2\2) 4 4 4

1

Convertir 3 a una fraccion equivalente con demominador 4.
5 L 3_ T 3(H\_T7 _ 12_-5

16 4 16 4\4) 16 16 16

.5 . . .

Convertir 7 @ une fraccion equivalente con denominador 16.
g A3 _(8y4_ 3 _32 3 29

"3 24 \8)3 24 24 24 24

. , . 4 . ,

Para sumar fracciones con el mismo denominador, convertir 3 a una fraccion equivalente

con denominador 24.
72 6+7_2 6 6 (2 712 12+7_12—12+7_7

"3 9 18 3\6/ 9\2) 18 18 18 18 18 - 18

2 6
Convertir 3 Y 9 a fracciones equivalente con denominador 18.
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Ejemplo 8 Obtener el Minimo Comin Multiplo de 36 y 120.

El Minimo Comun Multiplo (MCM) de una coleccion de nimeros enteros, es el entero posi-
tivo mds pequeno que es divisible por cada entero de la coleccion. Para obtenerlo siga el proce-
dimiento que se ilustra a continuacion:

%[ 2 AL
—_— 60 | 2
18| 2 _
_ 30 | 2
9 |3 —_—
EREl RN
R b 15
—— 1
36=2x2x3x3=22x32 —

120=2x2x2x3x5=23Xx3x5
Este procedimiento descompone a los nimeros dados en sus factores primos. Recuerde que un
numero primo es un numero mayor que "1" cuyos unicos factores son "1" y él mismo. El MCM
estard formado por los factores comunes y no comunes de mayor potencia, asi obtenemos,
2 x3%x5 = 8§x9x5
= 360

Ast el MCM de 36 y 120 es 360, y no (36) (120) = 4320. EI MCM puede indicarse por
MCM (36,120) = 360. Note que,

360
= = 10
36
360
0 ~ 8

Ejercicio 3 Muestre que el MCM de la siguiente coleccion de nimeros es el indicado.
1. MCM (35,15,65) = 1365
2. MCM (18,72,36) = 72
3. MCM (4,6,18) = 36
4. MCM (5,50,120) = 600

Ejemplo 9 Resuelva la operacion siguiente,

5T
36 120
Para sumar esta fraccion es necesario encontrar el MCM de 36 y 120. En el ejemplo anterior

se determind que,
MCM (36,120) = 360

lo cual indica que 360 serd el Minimo Comain Denominador (MCD), ast se tiene,

E+L ~ 5x104+3x7
36 120 360
. 50+21
360
_ T
360
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1. Niimeros reales

Ejemplo 10 Resuelva la operacion siguiente.

Fraccion equivalente:

Ejercicio 4 Aplicando las propiedades de las

2
3
1+

6
><2_E
3x2 6’
1
6

fracciones resuelva las operaciones siguientes.

1.

10.

6,5
9 9

1 6 7T 34

R

42 42 42 42

3+2
2 10

Wl N w
>N =

w
w

X
Wl =

[ =
X
Wl DN

12.

X

o
N
X

]
X
Wl N

13.

X
X
] =
X
Ut =

N O Wl

1.

— W N =

[\

N =

15.

16.

ST ¢,
IR

—
o

o2

17. :
)

[N}
—

[\
+
Wi o

18.

v

=]

Ejercicio 5 Aplicando las propiedades de las
fracciones y la jerarquia de operaciones Tre-
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suelva lo siguiente.
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25+ () JONS)
. ~(45+2) 13 r (3e62) ()

4. 5[(208 + (—4)) + 4]

5.<_2v_;<8+2> g G23+%2jéf6_4@

Ejercicio 6 Fscriba el procedimiento para resolover lo siguiente:

, 4
1. ;Qué fraccion se encuentra exactamente entre — y

6 12

162

2. Simpli l jon —.

implifica la fraccion 360

. _ 8
3. ;Son equivalentes las fracciones 3 Y13

. , _ 3 2 1
4. Utilice el concepto de fraccion equivalente para sumar 5 + 3 + 3

Ejercicio 7 De las proposiciones siguientes responde si es falso (F) o verdadero (V) y justifique
su respuesta.

., . , - a .
) Una fraccion es un cociente de dos nimeros, por ejemplo, —, al nimero a se le

1 ( .,

llama denominador y al nimero b se le llama numerador.

2. (—) Se dice que dos fracciones son equivalente si su valor es igual.

3. ( ) Para obtener una fraccion equivalente multiplique numerador y denominador por
un mismo factor, por ejemplo,

1_1><2_1><3_1><4_

2 2x2 2x3 2x4 7

4. ( ) Al multiplicar el numerador y el denominador de una fraccion por un mismo
factor, el valor de la fraccion se multiplica.

5. (—) Un numero primo es un nimero que tiene exactamente dos factores distintos
6. (—) Un nimero es divisible por 4, si sus dos dltimas cifra son cero o maltiplico de 4.
7. (———) Un ndmero es divisible por 3, si la suma de sus digitos es un mailtiplo de 3.

1.4 Recta Numérica
El conjunto de los niimeros reales pueden ser representados gréaficamente en la recta numérica,

conocida como eje coordenado, recta de los nimeros reales o recta real. La Figura 1 muestra
esta relacion.
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1. Niimeros reales

Origen

: |

T
-5

T | T T T T T T | T
-4 -3 -2 41 0 1 2 3
Negativos Positivos

Figura 1. Recta Numérica.

Los nimeros negativos se encuentran a la izquierda del origen (0) y los nimeros positivos
a la derecha de éste. Un valor muy grande negativo se representa por —oo y un valor grande

positivo por oo.

Para a y b cualesquiera nimeros del conjunto de los reales, si a estd situado a la izquierda
de b en la recta numeérica (Figura 1), se dice que a es menor que b, simbélicamente se escribe

como,

a <b,

el simbolo "<" significa menor que, esta relaciéon se conoce como desigualdad, otra forma de

denotar lo anterior es,

b—a>0,

lo cual significa que la diferencia b — a es positiva, que es lo mismo decir que b es mayor

que a,

b>a,

el simbolo ">" significa mayor que.

Otros desigualdades establecidas en la recta numérica son,

lo cual significa que,

1.4.1 Intervalos

Un conjunto de nimeros reales que corresponden geométricamente a un segmento acotado en la
recta numérica se le llama intervalo. Asi se tiene,

1. Intervalo abierto:

(a,b) ={z | a < x < b}

su representacién gréfica equivalente es,

a b

o o

los circulos vacios significan que el valor de x no puede ser a o b, esto es, los extremos del
intervalo no se incluye en el conjunto (a,b). Una representacién grafica utilizada en otros

textos es,
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2. Intervalo cerrado:
[a,b] ={z |a <z < b}

su representacion grifica equivalente es,

a b
@ @

los circulos rellenos significan que el valor de x puede ser a o b, esto es, los extremos del
intervalo si estdn incluidos en el conjunto [a,b]. Una representacién grafica equivalente es,

a b

[ ]

A partir de estas representaciones gréaficas y simbdlicas se establecen otras por una combi-
nacién de las anteriores.

Notacién Descripcién del conjunto  Gréfica

(a,b)  {z|a<z<b) _E, bﬁ,_
[a, b] {z|la<z<b} — e °*—

[a, b) {z|a<z<b) _Z. o—

(a, b] {z|a<z<0b} — 0 *o—
(a,0) {z|a<z} _jé)

[a, 00) {z|a<a} — e -
(—o00,b)  {z|x<b} bo_
(—o00,b]  {z|z<b} *o—
(—o00,00) R —

Observe que a un intervalo determinado le corresponde una desigualdad y una representacion
grifica en la recta numérica.

Ejemplo 11 Para los intervalos o desigualdades siguientes escriba la notacion de intervalo o
desigualdad segin corresponda y grafiquelo en la recta numérica.

1. Notacion de intervalo: (—3,0); notacidn de desigualdad: —3 < x < 0; su grifica es,

-3 0

2. Notacidn de intervalo: (—6,—1/2]; notacion de desigualdad: —6 < x < —1/2; su grifica
es,

-6 -1/2
e O
3. Notacion de desigualdad: —5 < x; notacidn de intervalo: [—5,00); su grifica es,
-5
— @

Ejercicio 8 Resuelva lo siguiente.

1. Exprese el intervalo en forma de desigualdad, y luego grafique el intervalo.
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2. Exprese la desigualdad con notacion de intervalo, y después grafique el intervalo corres-
pondiente.

(a) z <1
(b)) 1<z<2
(c) ©> =5
(d) =b<xz<2
(e) —3<ax<2
(1) v> 4

3. Grafique el conjunto.

(a) (=2,0)U(=1,1)
(b) (=2,0)N(=1,1)
(¢c) [=4,6) U0, )

(d) (=00,6] N (2,10)

4. Grafique en la recta numérica el conjunto que se describe y exprese la desigualdad con
notacion de intervalo.

(a) Enteros menores que 5, pero mds grandes que o igual a 0.

(b) Enteros mas grandes que —4.

(c) Enteros mayores que —3, pero menores o iguales que 5.

(d) Enteros menores o iguales a —2.

-1
5. Grafique en intervalo <—6, 2) y expreselo en notacion de desigualdad.

6. Grafique la desigualdad —5 < x < 2 y expreseld en notacion de intervalo.

1.5 Valor Absoluto y Distancia

La distancia entre cualquier nimero a y el origen "0" es llamado valor absoluto del nimero a y
se escribe como |al.

Por ejemplo, cada uno de los nimeros —4 y 4 estédn a una distancia de 4 unidades del origen.

—4 0 4

se tiene
[4=4—-0=4
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|—4 = 0 — (—4) = — (—4) = 4.

En general, si a es un niimero real, entonces el valor absoluto de a se define por,

a si a>0
ol = —a si a<0
Ejemplo 12 Determine el valor absoluto de los nimeros siguientes.
1. |7]: 7> 0, esto es, 7 es un nimero positivo, por definicion, |7| = 1.

Lo que significa que en la recta numérica, la distancia entre el nimero 7 y el origen es de
7 unidades.

2. |—25]: =25 < 0, esto es, —25 es un ndmero negativo, por definicion, |—25| = — (—25) =
25.

Lo que significa que en la recta numérica, la distancia entre el nimero —25 y el origen es
de 25 unidades.

1.6 Propiedades del Valor Absoluto

Sea a, b y ¢ nimeros reales, con ¢ > 0 y n un entero.

1. |a| >0
U
e
la] = —2 ( Falso)
2. |ab] = [a] [b]
[(=3)@) = I(=3) ()|
[—6] = |=3[[2]
6 = 3(2)
6 = 6
a la] .
gl
3 3] p 70
50 1=
6| 6|
5 _ |5l
6 6]
5 _ 053
6 6
4. |a"| = |a]"
=% = |-2
|-8 = 23
8§ =8



1. Niimeros reales

5. |zl =c & x==c
x| = be =45
=5 = 5y [5|=5
6. |z]<ce —c<z<ec

lz] < 3 -3<x<3
-3 3

7. |z >cer<—c 0 x>c

lz] > deorx<—-4 6 x>4
—4 4
o o

1.7 Distancia entre Puntos en la Recta Numérica

Si a y b son dos nimeros reales, entonces la distancia entre los puntos a y b en la recta numérica
es

d(a,b) = |b—al
= la—1|

a b

Ejemplo 13 FEwvalie las operaciones siguientes.
1. d(=3,7)
Por definicion d (=3,7) = |7 — (=3)| = |7+ 3] = |10| = 10.

Lo que significa que en la recta numérica, la distancia entre el nimero —3 y 7, es de 10
unidades.

2. d(5,—12)
Por definicion d (5,—12) = |-12 — 5| = |-17| = — (—17) = 17.

Lo que significa que en la recta numérica, la distancia entre el nimero 5 y —12, es de 17
unidades.

3. d(-3,-8)
Por definicion d(—3,—-8) = |-8 — (=3)| = |-8 + 3| = — (—5) = b.

Ejemplo 14 Operaciones con valor absoluto.

1. |\/5—5|:—(\/5—5),yaque\/5<5

2. ||-6] — [—4|[=[6 —4] = 2| = 2

3. 12 —]-12|| =2 — 12| = |-10] = 10

4. —-1-1=]-1ll=-1-]1-1|=-1-1]0|=-1-0= -1
—6] — 12 6—12 —6

5. |6l = =|—|=]-1=1
12 — |—6| 12-6 6
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Capitulo 2

Expresiones Algebraicas

2.1 Variables y Expresiones Algebraicas

Una wvariable es una letra del alfabeto que puede representar a cualquier mimero de un conjunto
dado de nidmeros, en tanto una constante representa el valor fijo de un nimero.

Si variables y constantes se combinan con las operaciones matematicas de adicién, substrac-
cién, multiplicacién, divisién, exponenciacién y raiz, se obtiene una expresién algebraica, una
expresion algebraica puede estar formada por un solo término algebraico o més de ellos, cada
término se distingue porque se encuentran separados por un operador de suma o resta.

Ejemplo 15 Se dan ejemplos de expresiones algebraicas y se identifica el nimero de términos
algebraicos que forman la expresion.

1. 9abc; un término.
2. —3xy + 2y3; dos términos.

3. 24ab — 9a® + 1 + 16b?; cuatro términos

4. 4z (z+1)— /2y +1) (2y — 1); dos términos

x4+ 3

3 3

3 —125 V322 —4dx —4 Vr+1

. ; térmsi
x2+at—6X3:v2—13:v—10><:v2+5x+25’un crmne

Una expresién algebraica que usa una sola variable, tal como,

ant"™ + ap_12" L+ -+ a1z + ag

se le conoce como Polinomio de grado n, donde n es un entero positivo, en la variable x; ag,
ai,...,an son los coeficientes numéricos o constantes. Es importante notar que cada término de
un polinomio en general tienen la forma,

coeficiente (variable)Petencia constante
esto es, base variable, elevada a un exponente constante. El grado de un polinomio en una
varia-ble es reconocido facilmente por el exponente mayor que aparece en la variable o simple-
mente por la potencia més alta de la variable del polinomio.

Un polinomio es una suma de términos de la forma az®, llamados monomios, donde a es una
constante y k es un entero no negativo. Un binomio es la suma de dos monomios, un trinomsio
es la suma de tres términos, asi sucesivamente.
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El grado de un polinomio en dos o m4ds variables es el mayor de los grados de los monomios
que forman el polinomio, después de simplificar el polinomio.

Ejemplo 16 Determine el grado de los monomios siguientes.

1. 25zy322.

El grado de x es de 1, el grado de y es de 3, el grado de z es de 2; el grado del monomio
es la suma de los grados de todas sus variables, esto es,

1+3+2=6
esto es, la potencia resultante de la multiplicacion de la tres variables es a la sexta.
2. —3r2s8wd27.

El grado de r es de 2, el grado de s es de 6, el grado de w es de 5, el grado de z es de 7;
el grado del monomio es la suma de los grados de todas sus variables, esto es,

24+6+5+7=20

Ejemplo 17 Determine el grado de los polinomios siguientes.

1. —4xy32 + bay — 2yz*

El grado del término —4xy%z es de 6, el grado del término Sxy es de 2, el grado del
término —2yz* es de 5.

El polinomio es de grado 6, ya que es el mayor de los grados que aparece en los monomios
es 6.

2. —w? + 3w® — 3Bw3 + w!! — 30w

El polinomio es de grado 11, ya que el mayor exponente de la variable w es 11.

Para facilitar las operaciones entre polinomios, es recomendable escribir el polinomio en
forma ordenada de acuerdo a una de las variables, en orden ascendente o descendente del grado
de la variable elegida.

Ejemplo 18 Ordene en orden descendente el polinomio siguiente.

1. 62y%2° + 22ty + 322y Tz — 112522 — T3y + 1

Ordenando el polinomio en orden descendente con respecto a x:

-~ 5 2 4 3.6 2 7 2.5
11 2° 2 +2 2" y—72" y°+3 2% y'z2+6_x y2°+1

Ordenando el polinomio en orden descendente con respecto a y:

3z2 y7 z— 723 y6
<~ <~

+6x y? 2P +22t y —112°22 +1
=~ ~~
Ordenando el polinomio en orden descendente con respecto a z:

2 .5 _ 11,5 .2 2,7 _~.3,6 4
6xy” =z 11z° 27 +3x7y' 2z —Txy> + 227y +1
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2. Expresiones Algebraicas

2.1.1 Término Semejante

En una expresién algebraica un término semejante es un término con las misma(s) variable(s)
elevada(s) a la misma potencia. Dos términos son semejantes sélo si son iguales o difieren en sus
coeficientes numeéricos, no importa el orden de escritura de las variables en el término algebraico,
por lo general, cada término algebraico se escribe en orden alfabetico.

Ejemplo 19 Identificacion de términos semejantes.
Los términos algebraicos siguientes:

4x Y —8z;

—2a’x Y 5a’x;

—2a%zy®  y —yPalaV3;
Y

22233 V3 (z%2?).
son términos semejantes.

Ejemplo 20 Simplificacion de expresiones algebraicas. Para reducir términos semejantes en
una expresion algebraica es necesario sumar los coeficientes numéricos de tales términos.

1.
20 +3x—8x = (24+43-8)z
= -3z
2.
202 4 32% — 522 + 723 = (2-5)a? + (3+7)ad
= —327+102°
3.
52 4+ 72® —102° +42® = (5+7-10+4)2°
623

2.2 Operaciones con Expresiones Algebraicas

2.2.1 Adicién, Sustraccién y Simplificacién de Expresiones Algebraicas

Regla para sumar o restar dos polinomios Para sumar o restar dos polinomios se escriben
uno a continuacién de otro con sus respectivos signos, se agrupan los términos semejantes y se
reducen (simplifican).

Ejemplo 21 Suma y resta de polinomios.
1. Sumar: 4a® — 10ab + 6b? Yy —3a® + 5a%b — 11> — ab
= (4a® — 10ab + 6b%) + (—3a” + 5a°b — 11b* — ab)
4a® — 10ab + 6b* — 3a® + 5a®b — 11b° — ab
= (4a® — 3a®) + (—10ab — ab) + (6b> — 116%) + 5a°b
a® + (=11ab) + (=5b%) + 5a’b
= a%—1lab— 5% + 5a°b
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2. Restar: (53:3 + 2%y — Txy? + 12) menos (63:3 — 9x1% + 8z — 10)
= (51:3 + 22y — Tay? + 12) — (6:1:3 — 9zy% 4 8z — 10)
= bz 4 2%y — Tay® + 12 — 62° + 9zy® — 8z + 10
—3 + w2y + 2xy2 + 22 — 8z
3. Sumar: —3a® — 1lab+ 56> y  2a% — ab— 11b% + 5a%b

Para sumar también se pueden alinear verticalmente los términos semejantes y después

sumar.
—3a2 — 1lab + 5b?
2¢2 — 25ab — 1182 + 5a?b
—a? — 36ab — 62 + 5a2b

Ejercicio 9 Efectia las siguientes operaciones de suma, resta y simplificacion de polinomios
1 (3y*+4y —7) + (—4y® —y + 10)
2. (2® — 7w+ 42? — 2) — (222 — 9z + 4)
3. (4ot + 2%y — 822y + 3xy®) + (52° — 4zt + 623y — 22%y? + 1)
4. (24 =823 4+2) + (82° — 522 + 2)
5. (6a® — 8a + 126%) — (—11a” + 6b°)
6. (a®+2ab+b?) — (a® — 2ab+ b%) + (a® — b?)
7. (1527y8 — 1825y° + 2124yt + 5) — (727y8 — 14ady® + 212yt + 2y'4)
8.

— (47a*05¢® + 724303 c®) — (80ab%c0 — 54atb) — (74a*b0c® 4 27a3b3c + 8aBbc!? + 45a1h)

Simplificacién de Expresiones Algebraicas

Ejemplo 22 Simplifique la expresion algebraica 5(—9z — 7 (z — (z + 6))).
Inicie la operacion con el paréntesis mds interno, simplificando y aplicando la propiedad de
los signos negativos de los niimeros reales, hasta alcanzar los paréntesis externos, asi por ejemplo

se tiene,
5(=92 —T(z— (2 +6))) 5(=92 —T7(z—z—6))

5(—9z — 7(—6))

= 5(—9z+42)
= 210 — 45z
esquemdticamente se puede representar como,
51 -92—-71z—(2+6) =210 — 452
6
N—————
—7(—6)=42
—9z+42

5(—92-+42)=—452+210
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Ejemplo 23 Simplifique la expresion algebraica

6b, 15020 4-2b+4da
a a a

En el tercer término de la expresion algebraica, la linea horizontal del cociente funciona como un

signo de agrupamiento, de tal forma que se puede aplicar la propiedad de las fracciones siguiente,

a —a a
b b b
note que todos los términos de la expresion algebraica tiene el mismo denominador,
67b+15b72a_4—26+4a ~ 6b+15b — 2a — (4 — 2b + 4a)
a a a a
_ 21b—2a—4+2b—4da
N a
_ 23b—6a—4
N a

Ejercicio 10 Simplifique las expresiones algebraicas siguientes.

L —(= (=)

2. a—(=(=(=(=(a)))))

8. b—(b—(b—(b— (b (b—a)))))

4. e—(e—vy)

5. 2 — (z+vy)

6. x—(e+z)+e

7. (x—y)+z

8. (e—y)—(e+2)

9. (a+b)—(a—c)

10. dayz — 2(3 — 3wyz) — 3 (5ayz — 2)

1L ((e—y—2)—(e—y—2)) = (w—2) = (z—¢))
12. (z—y) - (- 2) = (w—2)) = (z - 1))

13. 8zyz — (9 — 3zyz) — (5ayz — 21)

14. (=2 (3z — 9y) — (—5a + Ty)) — 2z — 6y

15. (e® — (7 —4€*)) — (6 — (—2¢%)) + 9¢*

16. (5—2) = (8= (6-y)—(z—(7T—(56-w))))

17. 7o — (3y — (42 — 6) + 3) — (5 — 8w) + 11

18. 9(r —(4s—6(3—2t))) —5(2(w—10) — (3—1¢))
19. (102 —y +4) — (= (=72 — 21+ 3y) — (=3 (~11y + 9z — 5)))
20. —2(Tz — (—=7Tz +5y — 1 + 6 (z — 8y +9)) — (dy — 8))
2l. —(—e+1(e—4(—6e+5(—9e—T7(e —(e+6))))))
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Aclaracién Importante. Un error muy comtn al operar con expresiones algebraicas es con-
siderarlas ecuaciones, de tal forma que se comete algunos errores tipicos. Se muestra ejemplos
en especifico para cada uno de estos errores.

1. En la expresion algebraica,
—x? 43z —2

si se requiere quitar el signo negativo del término cuadrético, se multiplica toda la expresién
por (—1) dando lugar a,
2% — 37 +2

esta expresion es diferente a la original. El error es recurrente porque se piensa que la
expresion algebraica esta igualada a cero, atin cuando el signo de igual no aparece ni el
cero menos. Primer error, la expresién algebraica se convierte en ecuacién,

—2? 432 -2=0
luego, al multiplicar por (—1) toda la expresién algebraica convertida en ecuacion,

—1(-2*+32-2) = 0(-1)
2 —3r+2 =

se obtiene una expresién diferente a la original.

Lo correcto es escribir la expresién como se indica,
—x2+3x—2:—(x2—3:1;+2)
2. En la expresién algebraica,
522 4 152 — 20

para simplificar la expresion, se comete el error de dividir entre 5 dando lugar a,

522 4+ 15z — 20

2
3xr—4
5 — 7+ Sz

la expresién resultante no es igual a la expresién original. Lo correcto es indicar de la
forma siguiente la operacién de simplificacién,

o] Ot

5
= 5(m2+3x—4)

(5;52 4+ 15z — 20) = 5 (5$2+15$_20>

2.3 Exponentes y Radicales

Sea la multiplicacién de un factor por si mismo, por ejemplo,

3.3 = 32

3-3.3 = 33
3-3-3 = 3t
3.3.3..... 3 = 3"

n veces
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el superindice denota las veces en que el factor se multiplica por si mismo, el factor puede ser
cualquier nimero real y el nimero de veces que se multiplica debe ser entero, no tiene ningun
sentido que el factor sea "cero" ya que,

0-0-0-0---0=0

En general, la expresion

a=axXax---Xa
n veces

denota la potencia n-ésima de a, donde a es un nimero real llamado base con a # 0 y n un entero
positivo llamado potencia, esta notacién exponencial puede interpretarse como el producto
de a por si mismo n veces.

En la expresién de la potencia n-ésima, la base puede ser algo simple como un nimero o una
expresion algebraica tal como,

(a+b)"

la cual tiene el mismo significado que la potencia n-ésima de un nimero real, esto es,

(@+0)" =(a+b) x (a+b) x---x (a+b)

TN veces

A continuacién se dan las reglas y propiedades establecidas para trabajar con operaciones con
exponentes.

Ejemplo 24 Significado de expresiones con potencia.
1. 23 significa 2 x 2 x 2, simbdlicamente
22 =2x2x2

2. (a;z:2y3)3 significa (ax2y3) X (aa:2y3) X (ax2y3), stmbdlicamente

(a2?y?)® = (az®y?) x (az?y®) x (azy?)
3. (z+y)? significa (x +y) x (z +y), simbolicamente

(z+y)°=(x+y) x(x+y)

Un error muy frecuente es considerar el significado de esta dltima expresion como,

(& +y)* =2+
lo cual es FALSO.
4. (az + \3/3])3 significa (az + ¥/y) x (az + ¥y) x (az + Jy) y no significa
(ax+99)° = (az)’ +(¥p)°
= *2® +y
lo cual es FALSO.

La confusion es aplicar la misma regla para la potencia de factores y la potencia de una
suma, ast por ejemplo,
(a-b-c)* = a?b>c?

se confunde con,
(a+b+c)> #a®+ 0>+
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Ejercicio 11 FEscribe las siguientes expresiones utilizando exponentes.

VB X VB X VE x5 x5

—_

[\

2 2 2
.61—5><61—5><61—5

(1) () (19) (5)

w

5 V2 4+x—1x V2 +zx—1x V2 +z—1

=2

(V=) (V8=a7) (V8 =a7) (Y8 =07

2.3.1 Exponente Negativo y Cero

Para cualquier mimero real a # 0 y n un entero positivo, se tiene,

una justificacién simple de esta regla es la operacién siguiente,

a _
“=1ledt=4d
a

siempre y cuando a # 0 ya que la divisién por "cero" no estd definida en R.
Es importante mencionar que la expresién

00

no estd definida.
Si se introduce 0° en alguna calculadora cientifica, lo correcto es que marque ERROR; los
dispositivos con sistema iOs anterior a la versién 11.0, la calculadora cientifica marcaba:

0°=1
lo cual es FALSO. Este error ha sido corregido recientemente en sus dispositivos con versiones
de iOS 11.0 y superiores.
2.3.2 Leyes de los Exponentes

1. Para multiplicar dos potencias de la misma base, sume los exponentes,

an
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3. Para elevar una potencia a una nueva potencia, multiplique los exponentes,
4. Para elevar un producto a una potencia, eleve cada uno de los factores a la potencia,

(ab)™ = a™b"

5. Para elevar un cociente a una potencia, elevar numerador y denominador a la potencia,

6. Para elevar una fraccién a una potencia negativa, invierta la fraccién y cambie el signo del

exponente,
—n b\ "
6= ()

7. Para mover un nimero elevado a una potencia del numerador al denominador o del de-
nominador al numerador, mueva los nimeros y cambie el signo del exponente,
a”™ b

b-m  gn

Ejemplo 25 Los ejemplos siguientes muestran la utilizacion de las leyes de los exponentes.
8285 — 82+5 — 87

(a+ \/5)2 <a+ \/5)3 = (a+ \/B)m = (a+ \/5)5

3. (@™)" = a™*":
(22)5 _ 910
(a4 07] = (@t = (@ +1)"
4. (ab)" = a™b":

(4-5)% = 4% . 5

[(a+y) 0+ = (aty)’ (b+c)’
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a” " o™
7, =
b—m an
672 7
7562
(z+ t)_3 (2 r)2
(z+7)2 z+1)°

Ejemplo 26 Simplifica las siguientes expresiones que contienen potencias de forma que no
aparezcan potencias negativas.

1.
(3a4)5 35 (a4 5 3544%5 35420 14
(9a2)3 = (32)3 ((12)3 = 32%32%3 = 3646 = ?
2.
(a3b_2c5)_2 (a_4b30_4)3 _ (a—6b4c—10) (a_12bgc_12)
— g 6-12p4+9,.-10-12
b13
T 822
3.

(ab2c_4)3 (a_3b2(:_4)72 - _ (ab20_4) -6 (a_3b2c_4)4
(a4bPc—6)? B (aboc—6)4
a—6p—12.24,-128 .16

1652024
a_6_12+16b_12+8+20024_16_24
a_2b16c_16

616

a2cl6
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2 7
(5a®> = %) | | 5a®> =0’ | = (50> —*)" (5a® — %)™

base base

= (5a> —p*)*

Ejercicio 12 Simplifica las expresiones alge- 9. (cdlo) (—602d) (—662d)
braicas siguientes.

_ g\ym+2
] 0 &= "
; 4z (z —5)
C 1227
11 7a5bcd* _6ab6d15 _@
, 64a’ ' 8 28 5
" 32a3
4,8
a3 12. (—22%y3z) (92y32°) (x gz >
3. e
5 7
, @) 13. ((z+9)5> ((z+9)7>
C(z+y)3 1
1\ 4
8a2b? 14. <(x—|— ) ) ((m—i— ) )
g 24a3b> 2 2
27a%b?c3d* 15. ((z — 7)14)11 ((z - 7)3)11
G 63a3b3ctdd
9 12
((a*+362=0)") ((a*+ 30 = 1)")

7. 8z (—3y) ({Zz%) <$21%17> 16. |
(VT + ¥+ 2)

0 (<) (<57 RN

S

2.3.3 Definicion de la raiz n-ésima de un nimero real

En el producto de factores repetidos,

roz-z-x=2a*=625

se desconoce el nimero x que elevado a la potencia cuarta dé 625, para encontrar tal nimero se
debe aplicar una operacién inversa a la potencia cuarta la cual se llama raiz cuarta de 625; esta
operacion se escribe

V625 = 2 < 2% = 625

el simbolo < significa que ambas expresiones son equivalentes o significan lo mismo. El operador
/— se llama radical e indica la operacién de extraccién de raiz, en general,

indi .
Va = ""Vradicando

n es el indice del radical y representa la raiz n-ésima.
Se tiene que = = 5, ya que,
5 =625 < V625 =5
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La extraccién de la rafz n-ésima se denota por,

Va=b<b" =a.

la cual define la raiz n-ésima principal de a, si n es par se debe tener a >0y b >0

Ejemplo 27 Fquivalencia entre notacion exponencial y de radicales,

Va = b &b =a
V9 = 3232=9
V81 = 3&3t=81
V-8 = —2&(-2)°%=-38

2.3.4 Definicién de exponentes racionales
Para dar significado a la operacién de potencia fraccionaria,

al/n

se recurre al operador de radical, de tal forma que se define a un exponente fraccionario como,
a’" = a

esta definicién de igualdad es consistente con las leyes de los exponentes establecidas, por ejem-
plo,

n
(Va)" = (al/") =a"" =a
con un ejemplo numérico,
2 2
(\/Z) = (41/2> —42/2 — 4
para cualquier exponente fraccionario —, donde m y n son enteros minimos, esto es, no hay
n

una simplificacién adicional a la fraccién, definimos

am/m = (am)l/n _ al/n)m
— n/am — (%)m
Si n es par, es necesario que a > 0.

Las leyes de los exponentes son vélidas también para los exponentes fraccionarios.

. 8%/3

.9/ 2Tyt
./ Tx3y?

Ejercicio 13 Escriba las expresiones siguien- 5
6
8. zl/23/2
9

tes a su equivalente con exponente fraccionario
o con radical segin corresponda.

1. 227/4
2. (e2)3
3. 3a2b%/5

) g =9
4. V/3mn " (e—5)™

) €3w+16173w
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y V7
5

12. (—3.7)_4)2 15. \/$2+y2
13. ) 3/y36

Ejemplo 28 Propiedades de los exponentes fraccionarios.
1. ¥ab= (ab)’" = (a)/™ ()™ = /a /b
V=827 = Y—8V27T=(-2)(3) = —6

a _ (a)l/n _ (@Y™ ta

3. %/ a= (a1/n)1/m = ql/mxn = mx/g
% =V729=3
4. sin es impar, Va" = (a")l/" = (al/n)n =a
s = s
27 = 2

5. sin es par, Va"* = (a")l/" = (al/")n = |a

VB2 = 5
(=3)* = [-3]=3
@—y)? = |e—y|

Ejemplo 29 Simplifica las siguientes expresiones.

1.
2343p6\ /3 93(4/3) 3(4/3),6(4/3)
( 33,27 > = 33(4/3) ;27(4/3)
24ap®  16a*b®
T 34,36 81436
2.

2 2 2
V/abb3c9 B A e N W B e i
/a10p—5,-25 (alob*5c*25)l/5 10(1/5)p—5(1/5) »—25(1/5)

27 -3 \ 2
- (agbﬁic*) - (b262)2 = bict
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3.
5 1/2\ °
: ey @+ o)t ys\® [ (@) (@ +a)*)
< (:c—l—a)m) W = <((:r+a)10) > (x+a)2

6 (29)° (2 + )"
(LU + a)lo
_ (l‘ + a)6710+10 (xy)5/3

= (@t a) ()’

= (z+a)

Ejemplo 30 Operaciones con radicales.

1. Extraccion de la raiz n-ésima

Para extraer la raiz n-ésima, extraiga la raiz n-ésima del coeficiente y divida los exponentes
de las variables entre el indice del radical.

/6426418 — 664 6/6 18/6:2 3
(a) /6420 V64 2%y zy

coeficiente yariables

9c27d33 9 ¥o2733 27/3433/3 9411
¢ c?’d c c

coeficiente yariables
2
(c) §/1§8 ((5a2 - b3)15) = /64 (502 — b3)® = 64/ (502 — 13)* = 2 (502 — 17)°
@ {5 _ViE_2
81 W81 3
(e) V250 = /25 x 10 = v/25v/10 = 5v/10

(f) VV729=V729=3
(9) V2° =2

,[2432%° L [243 VWP, <a21/3b3/3> 3a7b

2. Introducir un factor a un radical

Para introducir un factor a un radical, elévese el factor a la potencia indicada por el indice
del radical.

(a) 22+/5y = \/(22)? (5y) = /422 (5y) = /2022y
(b) 3m2my = {/ (3m)* (2my) = ¥/2Tm3 (2my) = 3/54miy
(¢) Ba—1)?3a—1= \/(3& ~1D)*@Ba—-1)= \/(3a —1)°

3. Descomposicion del radicando en sus factores:

(a) V12827 = V2727 = /2626 (22) = 222222 = 4222z
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(b) V32030 = /2 (16) a? (ab) = 4a\/2ab

(¢) V24aBb7c5 = 3/(233) aBbTcd = 3/(23a8b5¢3) (3a2bc?) = 2a%b?cv/3a2bc?
4. Ezxpresiones con radicales equivalentes

Un radical puede ser expresado como una potencia fraccionaria, por ejemplo, /a = al/m;
para obtener expresiones con radicales equivalentes, multipliquese el numerador y denomi-
nador del exponente fraccionario por un mismo nimero.

a) La expresion v/5a es equivalente a,
L V5a l
1\2 1\3 1\4
= (5a)* = (5a)*/¢ = (5a)"/® = ...
Voo = {(50)’ = {/(50)* = Y/ 50)* = ...
(b) /335 = 31/251/3 = 33/652/6 = /33 .57 = {/27- 25 = /675
(¢) ;Cudl es mayor? V5 o V11

Para comparar cantidades con radicales obtenga la expresion con radical equivalente
con el mismo indice de la raiz, asi se tiene que,

V5 = V5% = V125

Y11 = V112 = V121

luego,

V125 > V121
Vs > Vil

5. Suma algebraica de expresiones con radicales.

Para sumar cantidades con radicales, sume los radicales semejantes.

(a) —5VT+3V5 — 65 — 4T = (=5 —4) VT + (3 -6)vVb = —9v/7 - 35
(b) VA8 + /75 = /16 (3) + /3 (25) = 4V/3 + 53 =93

(c) \/@—xﬁz 222y — Ty = 22,/TY — \/TY = T\/TY

Ejercicio 14 Simplifica las expresiones alge- (—blc)o
braicas siguientes. 3. da—1c2
g lrs2 -1
22a2b507 4 (’I“_SS(]_S)
" —1labc? _
ave Tm~in3\ 7!
4 3 S
L @) () o o
Ty 6. (%) (—cAd)
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(11:5729) (IOxysz)

11. /43 2
: (66m15yl4) (55y3212) * (x+y)

4
(r‘4k:2)2 12. \5/(:1;5 10 125,2)
(5k2)°
13 8 125212
_97 28 12,2 4 ' 273
9 -
S () 8 ]
10. (64&24042)7% 316 (a:—n+5)24

Ejercicio 15 Fztraer la raiz indicada de las 5. V3210412

expresiones siguientes
6. $/216424y16

1. V6412
2. /125215418 e 1/
g 3 125m5
“ Vo o2mnd P 58 (z+y—4)!
4. V162562 ' 316 —t—4)*
Ejercicio 16 Introducir el factor a la expre- 1
g ‘ 5. 3z —=
sion con radical. 27x3
5
6. 22\ =
1. 5\/y T\ 22
2. —3yY=2 , 1oz (z —1)*
oz 24
3. 23/ —yb ;
\ 8 (a—b) )%t
4. By—1)°By—1 a—b

Ejercicio 17 Suma y multiplicacion de canti- 6. Ja+V4a —9a+ V/8a — v/25a
dades con radicales.

1. 2V/AT8 - V300 7. 4\/§_iﬁ_3ﬁ
2. 5yv/a+Ta 8. V21 x/3

3. V12 — /50 + /98 9. V15 x /5

4. 2¥/4 + 53256 10. V32 x V2

5. 3/432 — 4y/3 4+ /147 11. 2/12 x 348

Racionalizacién del Denominador en una expresién con Radical.

Fl cociente de dos radicales da el origen muchas veces a una fraccién irracional, por ejemplo,
3 2v5 2V3
V2 VT V2 -1
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Conviene en muchos casos para el manejo algebraico, eliminar la expresién con radical del
numerador o del denominador, este proceso se llama racionalizacién. La racionalizacién del
denominador es 1til cuando se desea eliminar del denominador la expresién con radical, asi por
ejemplo, la expresion,

1
n, am
se racionaliza cuando se multiplica por,
v aqn—m
con m<n
v an—m
esto es, la expresién se multiplica por "1",
1 ) 1 Varn—m
vam Yo Ygnm

Ejemplo 31 Racionalizacion del denominador

; 11V6  11v6 V11 11V6- 11
SV VI oy 1l

15 15 Y351 15 BT 15U31 15731

= /66

S R = B RV 3
5 4f3_ V3 _ V3 V53 V353 /375
5 5 V5 /53 5 b
Ejercicio 18 Racionalizar el denominador de 6. l
las expresiones siguientes. vz
3
1. — 1
V5 7~ -
Y
9 15
" 23 x
) 8. 7y2/5
3.

537 .
2 9. —=
4,\[5 Va

a

1 1 10.
5. — — 3/19
\@*ﬁ b

Ejercicio 19 Usa una calculadora cientifica 1. 517
para determinar el valor aprorimado de cada
expresion a la centésima mds prorima.

2. 10703
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N <2)‘1'2 7. 0.4 (307)

3
8. 20(0.25727)

1 4.1
4 <> 5 1/3
5. 50 (3709) 4\ /4
0. (3)
6. 10 (371%) 5

Notaciéon Cientifica

Cualquier nimero real z se puede escribir en notacion cientifica, esto es, en la forma,
x=cx10"

donde c es un nimero decimal en el intervalo 1 < ¢ < 10 y n un entero positivo o negativo. Esto
es, un nimero escrito en notacién cientifica se compone del producto de un nimero ¢, igual a 1
y menor que 10, y una potencia de diez.

Algunos ejemplos de tales mimeros escritos en notacion cientifica estdndar,

13 = 1.3x10
1543.837 1.543837 x 10°
0.000005432 = 5.432 x 1076

Esta notacién es 1til para expresar y hacer operaciones numéricas con niimeros muy grandes
o muy pequenos y aplicando las leyes de los exponentes.

Ejemplo 32 FEscriba el nimero 5432 en notacidon cientifica estdndar.
El procedimiento es:

1. Se recorre el punto decimal después del primer digito distinto de cero. El punto decimal
se encuentra en el dltimo digito, esto es, x = 5432.

543.2: el punto decimal se recorre un lugar hacia la izquierda.
54.32: el punto decimal se recorre dos lugares hacia la izquierda.
5.432: el punto decimal se recorre tres lugares hacia la izquierda.
En este caso ¢ = 5.432

2. El punto decimal se recorre hacia la izquierda tres lugares, por lo tanto, n = 43, el nimero
en notacion cientifica es,

r =5.432 x 103

El signo de la potencia es positivo, indica la direccion en que se recorrio el punto decimal,
hacta la izquierda.

Ejemplo 33 Escriba el nimero 0.000347 en notacidn cientifica estandar.
El procedimiento es:
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1. Se recorre el punto decimal después del primer digito distinto de cero (3), en este caso
hacia la derecha.

00.00347: el punto decimal se recorre un lugar hacia la derecha.
000.0347: el punto decimal se recorre dos lugares hacta la derecha.
0000.347: el punto decimal se recorre tres lugares hacta la derecha.
00003.47: el punto decimal se recorre cuatro lugares hacia la derecha.
En este caso c = 3.47

2. El punto dectmal se recorre hacia la derecha cuatro lugares, por lo tanto, n = —4, el
niumero en notacidon cientifica es,

r=5432x 1074

El signo de la potencia es negativo, indica la direccion en que se recorrio el punto decimal,
hacia la derecha.

Ejemplo 34 Escribir en notacion cientifica estandar el nimero 234 x 107°.
La notacion cientifica estdndar es x = ¢ x 10", asi que el punto decimal se encuentra en el
dltimo digito del nimero 234. Se recorre hacia la izquierda dos lugares, esto es,

234 x107° = 2.34 x 107°12
= 234x1073

Ejemplo 35 Escribir en notacion cientifica estindar el nimero 0.00789 x 1077.
La notacion cientifica esténdar es x = ¢ x 10", asi que el punto decimal nimero 0.00789. Se
recorre hacia la derecha tres lugares, esto es,

0.00789 x 1077 = 7.89 x 10773
= 7.89x 10710

Ejemplo 36 Cdlculo numérico con nimeros escritos en notacion cientifica.

1. (2.0 x 107) (3.0 x 1073) = (2.0) (3.0) x 10773 = 6.0 x 10*

9.1 x 10° 9.1
0 () % 1056 = 1.3 x 10!1

T 7.0x1076  \7.0
3. /9.0 x 1010 = /9.0 x /1010 = 3.0 x 10°
8.9 x 10° 8.9
— 3 ) & 1076) = [ == ) (4. 105-6-3 — g 91 10-4
<4.55><103>( 56 x107%) <4.55>( 56) x 10 8.9196 x 10

5. 2.5 x 107 4+ 3.0 x 10°

250.0 x 10° + 3.0 x 10°
(250.0 4 3.0) x 10°

= 253.0 x 10°

= 2.530 x 107

Para sumar o restar nimeros escritos en notacion cientifica, escriba los nimeros en po-
tencias de 10 que tengan el mismo exponente, sume los coeficientes y asigne la misma
potencia de 10.
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Ejercicio 20 FEscribir los numeros siguientes 5. 101
en la forma estandar de notacion cientifica. 5 o
1. 1350000000000 7 0.01
2. 0.000000234 8. 20.0
3. 152000000 9. 34000000000000
4. 0.0002 10. 0.000000000045
Ejercicio 21 Fscribir los nimeros siguientes 5. 0.3567 x 10°
en la forma estandar de notacion cientifica.
6. 0.00405 x 1072
1. 0.0045 x 10° 7 91345 x 1010
2. 225 x 10° 8. 1035.5 x 107
3. 0.025 x 1073 9. 0.000001002 x 10~12
4. 0.00000000112 x 10° 10. 1035.5 x 1077
Ejercicio 22 Efectie las operaciones siguie- 5. @
ntes y de su resultado en motacidn cientifica 59.6
estandar. 6. 4.55 x 10* + 8.9 x 10° 4+ 5.67 x 1076
1. (4.55 x 10%) (8.9 x 10°) (5.67 x 1075) 7.2.0x107* + 6.0 x 1077 — 4.0 x 1075
2. (0.0095 x 107?) (9.7 x 10'?) (6.71 x 10*) 8. /16.0 x 10-8 — 5.0 x 107* + 8.0 x 106
95.34 x 1078 25 x 103
il 9. = +11x10°6
5.79 x 10° Tx100
1000.0 x 10°° 10. (20 x 104)° (V160 x 1071
" 0.0059 x 109

2.3.5 Multiplicacién de Expresiones Algebraicas

Ejemplo 37 Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplica cada término del
polinomio por el monomio. Multiplicar —7a por (3@2 —b5a + 6)

= —Ta (3a®>—5a+6)
= —Ta (3a®) —7a (—5a) — Ta (6)
= —21a®+ 350 — 42a

Ejemplo 38 Multiplicar (3z — 8) por (x2 + Tx + 2). En forma similar se aplica la propiedad
distributiva en la multiplicacion de polinomios por polinomios.

3z —8) (2 + Tz +2) =3z (22 + T +2) — 8 (2 + Tz +2)
= 3z (2%) + 3z (Tz) + 3z (2) — 8 (2°) — 8(7Tz) — 8(2)
323 + 132% — 50z — 16
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Ejemplo 39 La multiplicacion de polinomios también se pueden llevar en forma vertical, se
recomienda para facilitar las simplificacion de términos semejantes ordenar ambos polinomios
en orden ascendente o descendente.

2 - 22+ -1
— 2z + 1

—2z%t + 22 — 222 4+ 2
+ 2 - 22+ oz - 1
224 + 323 — 322 — 3z - 1

Ejemplo 40 Multiplicacion expresiones algebraicas.

1. (a—0b)(z+vy)

(a=0b)(z+y) a(z+y)—b(z+y)

= ar+ay—br—by

4 1
2. <3a6b02 + 96ab4c3> <ga2b30 — 27abc>

4 1
= §a6b02 <3a2b3c — 27abc> + §ab403 (ga2b3c — 27abc>

2
= 6a%*c3 — 360702 + 8a3h"c* — 48a%b°c*

4 9 4 16 9 16
= §a6b02 <a2b3c> - §a6b02 (27abe) + gab‘lc‘q’ <2azb3c> - gal)‘lc3 (27abe)

2. (9:1/3 _ yl/S) (9:2/3 + m1/3y1/3 + y2/3)

— /3 (x2/3 Jrm1/3y1/3 +y2/3) _ y1/3 (xz/:«; Jr9171/3y1/3 +y2/3)
= 2334 332/3y1/3 + x1/3y2/3 - $2/3y1/3 o $1/3y2/3 o y3/3

—= x—y

Ejercicio 23 Efectiia los siguientes productos. 9. =722z +9)

1. =9z%w (52* + 23w? — 620° — 3) 10. %m (z —27)
2. (=229%)% (1 — 22 — y2 — 24 + 25) 11. 72%y (522 — 3zy +y)

5. (99 = 24) (9 +29) 12, —%azﬂ (Yabe + 4a —6)

4. (8z? — 3y) (82? + 3y)

5. (9—2%) (9+ 29) 18. %mQ <9my + Zm - 30y>

6. (52° —y) (32° +) 14 g5 (T8 — 2 +1) + 29 (495 — 1)
7. (02 = Lud)? 15. 6z (2% — 2) + 222 (7 — 3z + 222)
8. (3z+1)(3x— 1) (x —5) 16. (32 — 9y) (22 — 5w)
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17. (524 — 222 — 4z + 1) (322 — 6) 21, (40 +12a - 16) <1_1a5>
42
5\ (2t 5
A 22.
18.<2+4>(7+4> (
23. (y* +4y® + 5> =3y —5) (y> + 1)
24. (c*

20. (23 + 2V /3yl/3 4 42/3) (a1/3 — y1/3) 25 (zz—(x—y)(y+2)—yly—(r—2)

du=3 — 6u=?/3 4+ 9) (2u™?/3 + 3)

2 2 13
19. (5a 4 9) (3a* + bab® — b*) A 1228 — dY) (26 — 2ed + d)
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Capitulo 3

Productos Notables y Factorizaciéon

Un producto notable o producto especial, es una multiplicacién entre expresiones algebraicas
cuyo resultado se puede obtener aplicando un regla establecida. El proceso de efectuar un
producto entre factores se le conoce como expansion; el proceso inverso de convertir una ex-
presién algebraica en sus factores se le conoce como factorizacién, esquematicamente se puede

representar por,
—Factorizacién—

2 —4=(x—-2)(x+2)

—Expansién«—

Es importante mencionar que una expresién algebraica factorizada es mds simple en el analisis
del comportamiento matemdtico y como consecuencia en muchas aplicaciones de la ciencia y
tecnologia.

3.1 Formulas de productos especiales

Sean A, By C, nimeros reales o expresiones algebraicas. Los productos notables més utilizados
son,

1. El producto de binomios con factor comun,

(A+B)(A+C)= A*+(B+C)A+ BC

2. El producto de binomios conjugados,

(A+B)(A—-B)=A* - B?
—_——
de
La expansién de binomios conjugados resulta en una diferencia de cuadrados (dc). En

forma inversa, la factorizacién de una diferencia de cuadrados es el producto de binomios
conjugados.

Los binomios de la forma (A 4+ B) (A — B) que tienen los mismos términos y sélo difieren
en un signo, se llaman binomios conjugados.

3. El cuadrado de un binomio,

(A+ B)? = A2 + 2AB + B?
—_—

TCP
(A— B)? = A? —2AB + B?
N— —

TCP
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La expansién de un binomio al cuadrado resulta en un trinomio cuadrado perfecto (TCP).
En forma inversa, la factorizacién de un TCP es un binomio al cuadrado.

4. El cubo de un binomio,
(A+ B)® = A3+ 342B + 34AB% + B®
(A— B)> =A% -34?B 4+ 34AB* - B®
5. El cuadrado de un trinomio,
(A+B+C)* = A*+ B>+ C? + 2AB + 2AC + 2BC

note que el cuadrado de un trinomio resulta en la suma de los cuadrados de los tres
términos, méds el doble producto de los términos, el primer por el segundo, el segundo por
el tercero y el primero por el tercero.

Para desarrollar un producto notable; identifique el modelo del producto notable; sustituya
los términos identificados en la férmula del producto notable, respetando los signos de la férmula
y de cada término, para esto utilice paréntesis para hacer més claro el desarrollo; efectie las
operaciones indicadas y simplifique.

Ejemplo 41 Efectie los productos notables siguientes.
1. Producto de binomios con término comin,
(A+B)(A+C)= A4+ (B+C)A+ BC
(a) (42® +5) (42? —7); A=4a?, B=5,C = —T.

(42 +5) (42> = 7) = (42°) + (5 — 7) 42> + (5) (=7)
= 162" — 82% — 35

7N
8
[\
+
~_
—
8
[\
|
—_
o
S—

Il
—
8

o
SN—

[}
+

8

[\
7N
U] =

|

—_

o
~~__
+
N
U] =
~_
T
—_

o

SN—

(¢) (VT+5) (\/:E+;>;A:\/§,B=5,C:5.

1

(Vz +5) <ﬁ+é> =(\/§)2+\/5<5+;>+(5) <5>
_x+\/5<25+1>+1

5
26
:x+€\/§+1
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3. Productos Notables y Factorizacion

2. Producto de binomios conjugados,
(A+B)(A—-B)=A? - B?

(a’) (5+y)(5_y)7A:57B:y

(b) (222 + 25) (222 — 25); A =227, B = 25.

(20 + 25) (202 — 25) = (22%)° — (25)
= 42t — 625
3. Binomio al cuadrado,
(A+ B)? = A2 4 24AB + B?
(A— B)? = A? —2AB + B?
(a) (2+2t)°; A=12, B=2t.
(2 +26)" = (12)° + 2 (2) (2t) + (20)°
=4 4 413 + 442
(b) (zy?z* — 3x6yz)2; A = 2y%23, B = 325y2.

(ny,z?’ - 3:1:6yz)2 = (xy2z3)2 -2 (:chQzS) (3x6yz) + (3x6yz)2

_ 1}23/42,’6 _ 61}73/32,’4 + 9x12y222

(¢c) (=b—6)*; A=—b, B=6.

(—b—6)> = (=b)* — 2(=b) (6) + (6)*
=b% 4+ 12b + 36

4. Binomio al cubo,

(A+ B)* = A® + 34’B + 3AB? + B®
(A—B)> =A% -3A4’B+34B? - B®

(a) (z%y + 6m)3; A =2%y, B = 6.

(:vzy + 6x)3 = (ny)3 +3 (ny)2 (6x) +3 (ny) (62)% + (6z)3
= 253 + 182%¢% + 1082y + 2162°

(b) (ab—b3)%; A=ab, B =15

(ab—b*)° = (ab)® — 3 (ab)? (+°) + 3 (ab) (1*)* — (+°)°
= a®b® — 3a®b° + 3ab” — b’
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5. Trinomuo al cuadrado,
(A+B+0)* = A+ B + C* + 2AB + 2BC + 2AC
(a) (5a+4b —8¢)*; A=5a, B =4b, C = —8¢

(5a +4b — 8¢)? = (5a)% + (4b)* + (—=8¢)? + 2 (5a) (4b) +
2 (4b) (—8¢) + 2 (5a) (—8¢)
= 25a% + 16b% + 64¢® + 40ab — 64bc — 80ac

(b) <f+y+6>2; :%,B:y,C:&

<5§+y+6>2= (\;%)24-3/24—62—1—2(\%)y+2(y)(6)+

x
2(—= |6
()
1 12z
QCL‘ + y + 36 + ﬁ + 12y + — \/i
Lo, 9 2cy (V2 12z (V2
=-2+y +36+—= | —=|+12y+—= | —=
2" Y V2 (ﬂ T\
1
= §x2+xy\/§—|—6x\/§+y2+12y+36
Ejercicio 24 Efectiie los productos notables {5 <(y —2)2— 4)3
stquientes,
1. (3a — 5be) (3a + be) 16. (5a — 8)°
2. (3a — 5bc) (3a + 5be) 17. (6w 4 22)*
3. (2z +y)? 18. (a—1b) (a+b)
4. 2z —y)? 19. (3z + 4yz)®
2
5. (222 — 25) (227 + 25) 20. (342 + 5b°%)2
2
x 3 3
6. (-~ 46 21. (3z% — 2y) (32® + 2y)
) 2
2 2 2
z 22. | 3 /2y + —
2 2
8. (4t +9) (4t — 3) 23. (22 +3y)” — (z = 5y)
9. (3b—11) (3b + 11) 24. (VZ+ay+ )
10. (7z+1)(Tz+1) 25. — (222 — 3y2)3
11. (2z* — 3y) (22* + 3y) (42® + 9y?) ” (1 1>2
12. (2a + 3b)* — (2a — 3b)* ' x
13. (z+y+8)° 2
@ty ) 27. (2a+ 1)
x V3 2 4
4. | =+yv2+4
va? )
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3. Productos Notables y Factorizacion

3.1.1 Tridngulo de Pascal

Para desarrollar la expansién (A + B)", donde A y B son mimeros reales o expresiones alge-
braicas y n un nimero natural; se obtiene ficilmente con la ayuda del Tridngulo de Pascal. El
desarrollo de potencias del binomio (A + B) hasta n =5 es el siguiente,

n=0 (A+B)" = 1

n=1 (A+B)}! = A+B

n=2 (A+B)? = A2424B +DB2

n=3 (A+B)® = A®4+342B 434B> +B°

n=4 (A+B)' = A*4+443B +6A2B> +4AB3>  +B*

n=5 (A+B)° = AS4+5A*B +104°B> +1042B®> +5AB* +B°

observe que el desarrollo de potencias sucesivas sigue un patrén simple, esto es, los exponentes
de A disminuyen de uno en uno de término a término, mientras que el exponente de B aumenta
de uno en uno. Los coeficientes siguen un patrén que es notorio al colocarlos en un arreglo
triangular de la forma siguiente,

n=0 (A+B)° 1

n=1 (A+B)! 1 1

n=2 (A+ B)? 1 2 1

n=3 (A+B)? 1 3 3 1
n=4 (A+B)* 1 4 6 4 1
n=5 (A+B)’ 1 5 10 10 5 1

Este arreglo se conoce como Tridngulo de Pascal hasta n = 5. Los coeficientes para cualquier
n se obtienen por una relacién simple de la suma de los coeficientes del desarrollo anterior (n—1).

Ejemplo 42 Desarrolle la expansion de (A + B)" utilizando el triangulo de Pascal.

1. La expansion tiene (n + 1) términos, el primero es A" y el iltimo B™.

2. Los exponentes de A disminuyen en 1 de término a término, mientras que el exponente de
B aumenta de uno en uno, asi por ejemplo, sin =15,

el exponente de A disminuye en,

(A+ B)> = AS+?A%B'1?A%B21?A2B31?A'B* + B®
el exponente B aumenta en

(A+ B)° = A°+7A*BY+74°B?+742B34+7A'B* + B®
La suma de los exponentes en cada término del desarrollo suman n.

3. Los coeficientes de cada término del desarrollo se obtiene del Tridngulo de Pascal, ast se
tiene,
(A+ B)> =1A4° + 54*B + 104°B? + 104%B® + 5AB* + 1B°
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Ejemplo 43 Desarrolle la potencia cuarta del binomio (3w + 22)4. Utilizando el Triangulo de
Pascal, se identifica A = 3w, B =2z, n =4, el desarrollo es,

(A+ B)* = A* 4+ 44°B + 6A2B? + 4AB® + B*
(3w + 22)* = Bw)* +4 (Bw)? (22) + 6 (3w)? (22)? + 4 (3w) (22)° + (22)*
= 81lw* 4 216wz + 216w?2% + 96wz> + 162*

3.2 Factorizacion

El proceso inverso de la expansién es la factorizacién, para llevarla a cabo se requiere identificar
la regla de factorizacién que le corresponda. Sean A, B y C, nimeros reales o expresiones
algebraicas.

3.2.1 Factorizacién por Factor Comin
En la factorizacién por factor comiin se aplica la operacién inversa de la propiedad distributiva,

—Factorizacién por factor comin—
AB+ AC = A (B +C)

—Propiedad distributiva«—

se busca un factor comin formado por las variables comunes de menor potencia y el maximo
comun divisor de los coeficientes. El modelo de factorizacién es,

AB+ AC = A(B+0C)
Ejemplo 44 Factorizacion por factor comin (fc):

1. a®b8z + a®b3y + a’biay

En cada término (1, 2y 8) de la expresion se tiene las variables comunes "a” y "o" como
se muestra,

216 513 314
abm—i—azb ’y—}—agb TY
1 y ;

el factor comin (fc) se forma por las variables comunes de menor potencia,
fe=a%b?

la expresion a factorizar se puede reescribir como,

a’t0z + a®by + a*btay = a®b® (V3z) + a®b® (aBy) + a?b? (abay)
al factorizar por factor coman,

a?b?® (0*z) + a®b? (a®y) + a®b? (abzy) = a®V® (B*x + a’y + abay)
se tiene entonces que la factorizacion de la expresion original es,

a8z + PPy + Pbrry = o20? (b3m + oy + abxy)
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3. Productos Notables y Factorizacion

2. 62 (a + 2b) + 1522y (a + 2b); la expresion se puede reescribir como,
(3-2)z (a+2b) + (3-5) 2%y (a + 2b)

el factor comin es,
fe=3z(a+2b)

la expresion se factoriza como,

(3-2)2(a+2b) + (3-5) 2%y (a+ 2b) = 3z (a + 2b) - 2+ 3z (a + 2b) - 5y
= 3z (a + 2b) (2 + 5zy)

De otra forma se tiene,

6z (a+ 2b) + 152%y(a +2b) = (A+C) B
N A —
A B c B
= (62 + 152%y) (a + 2b)
f
C

= (32 + 3 52%y) (a + 2b)
= 3z (2 + 5zy) (a + 2b)

3. aty? (x4 y) — 2*y° (z — y)

@(Hy)—@/ﬁ(w—wZ@w(ﬁy)—yQ(w—y)]

1 2 fe simplificando

=2y (2% + 2y — 2y’z + )

los términos 1 y 2 contienen variables comunes, el fctor comin estard formado por la
variables comunes de menor potencia.

4. a(x—3y)—b(By —x)
(z — 3y)
——

alr —3y) —bBy—z)=_ a (x—3y)+_ b
( Iy) (yg ) \A,( By) - y

=(zr—3y)(a+Db)

el factor 1 y el factor 2 aparentemente no son comunes; al introducir el signo negativo al
factor 2 y con un cambio de orden se obtiene el factor comin, la expresion puede ahora
ser factorizada.
Ejercicio 25 Factorizar las expresiones alge- 5. a?bSz + a®b3
braicas siguientes.

y + adbixy

6. z(x+y)+y(z+y)
1. 6z + 15y 7. (a+2b) (a—b) + (a + 2b) (a — 5b)
2. 6z + 1522y 8 2ty (z+y) —2%y° (z +y)

9.

3. 6z (a + 2b) + 1522y (a + 2b) a(z+y)+a(z+2y)+a(x+3y)

4. bz + a’by + abz 10. (a+2b) (a —b) + (a +2b) (a — 5b)
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3.2.2 Factorizacién por Factor Comiin y Agrupamiento
El modelo la factorizacion es,
AD+CD+ BC + AB = (AD + AB) +(CD + BC)
agrupando agrupando
=A(B+D)+C(B+ D)

fc
—(A+C)(B+D)

primero se lleva a cabo un agrupamiento y luego una factorizacién por factor comiin.
Ejemplo 45 Factorizacion por factor comin y agrupamiento.
1. 6az — 12a%y + 10ab3z — 20ab3y

(6(121: - 12a2y) + (1Oab3x - 20ab3y) = 6a% (z — 2y) + 10ab (z — 2y)

agrupando agrupando fe
= (6(12 + 10ab3) (x —2y)
=2a (3a + 5b%) (z — 2y)

2. 3z + 3y +ax + ay

Bz+ax)+ By+ay) =xzB+a)+y(B+a)
=B+a)(z+y)

3. ax + 3xzb — ay — 3yb

(azx + 3zb) — (ay + 3yb) = z (a + 3b) —y (3b + a)
=z (a+3b) —y(a+ 3b)
= (a+3b) (z —y)

4. 15z — 3zy + 4y — 20

152 — 32y +4y —20=3z (5 —y) +4(y — 5)
=3z (=1)(y -5 +4(y—5)
=3z(y—5)+4(y—5H)
=(-3z+4)(y—5)
=—(y—5 Bz -4

Ejercicio 26 Factorizar las expresiones alge- 4. a’bx + a®by + a’bz

braicas siguientes.
5. a%> —2b+2a —ab

2,2 2 2 2.2
1 z%y* —y* — 2 + 2%z 6. ax + by + ay + bx
2. rz 4+ 2ry + kx + 2ky Toyt—yPi—y+1
3. 4a® + 3ab? + 8a + 6b* 8. (a+2b) (a—b) + (a+ 2b) (a — 5b)
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3. Productos Notables y Factorizacion

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

a(z—y)+ax+5y+1)
3ax — 6ay + xb — 2yb

21.

(a+2b) 2%y + (a + 3b) zy? 59
a(r—3y) - b3y —2)

23.
64y 4 54y0

24.
r(r+y)+y(@+y)
P (z+y) — 2Py (2 —y) 25
a(z+y)+alz+2y)+a(z+3y) 26.
3w(w—2)—16 (w—2) 27.

. (a+3b) (a—3b)+ (3b+a) (3b—a) 19.

20.

z(m2+y) —y(m2+y)

2 (4w — 9z) — 6w? (4w — 92)

2® + 42? + 3z + 12

33z2y? — 3zy3

10a*2® 4 a®z* + 13a%23
3503322 + 10b%y32 — 45659222
36a%b23c!7 4 55a11b? + 174153
4o — b5x® —4x +5

18a3 + 1242 — 15a — 10

3.2.3 Factorizando Diferencia de Cuadrados

El modelo de factorizacion es,

A —

B*=(A-DB)(A+ B)

la factorizaciéon de una diferencia de cuadrados es el producto de binomios conjugados.

La suma de cuadrados A% 4+ B2 no tiene factorizacion.

Ejemplo 46 Factorizacion de diferencia de cuadrado.

1.

22 -9, A=Vr2 =2, B=

Vo —

2. 422 — 9y?: A = V422 =2z, B = \/9y% = 3y.

3.

4z” — 9y = (22) — (3y)?
= (22 — 3y) (2z + 3y)

(a + 5[))2 _ 9y2; A= (a + 5b)2 — (CL +5b), B = 9y2 = 3y.

(a +5b)2 — 9% = (a + 5b)% — (3y)?

((a + 5b) — 3y) ((a + 5b) + 3y)

= (a4 5b — 3y) (a + 5b + 3y)
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4. 2522 — 9 (z +2y)%; A= V2522 =52, B=1/9(z+2y)> =3 (z +2y).
2522 — 9 (x + 2y)* = (5z)? — (3 (= + 2y))*

(52 — 3(x + 2y)) (bx + 3 (z + 2y))

= (bz — 3z — 6y) (bz + 3z + 6y)

= (2z — 6y) (8= + 6y)

fe
=2(z —3y) - 2 (42 + 3y)
=4(z — 3y) (4x + 3y)

5. 1822 — 2 (2a — 5b)2; factorizando primero por factor comin,

1822 — 2 (2a — 5b)% = 2 (9x2 — (20— 5b)2)
A=+922 =3z, B=1/(2a — 5b)* = (2a — 5b).

2 ((393)2 — (20— 5b)2) = 2(3z — (2a — 5b)) (3z + (2a — 5b))
= 2(3z — 2a + 5b) (3x + 2a — bb)

6. 23352 — 2334%; A = /23352 = 2335, B = /23342 = 2334.

Con calculadora:
23352 — 23342 = 5452 225 — 5447 556 = 4669

Aplicando factorizacion:
23352 — 2334% = (2335 — 2334) (2335 + 2334)
= (1) (4669)
= 4669

7. 16216 — 81y*; directamente,

16216 — 81y* = (42%)” — (9¢)
= (4m8 9y2) (4x + 9y )

- ((2x4)2 — (3y) ) (43: +9y2)
= (2304 - 3y) (23:4 + 3y) (4x8 + 9y2)

8. (2¢ +3y)* — (x — y)*; directamente,
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(20 +3y)* = (@' = (22 +3y)" = (@ = 9)°) (@0 +3y)° + (@ —)’)
suma de cuadrado
(20 +3y) — (2 = y)) (22 +3y) + (& — 1)) (20 +39)° + (@ —1)°)

= (
=2zx4+3y—x+y) 2z +3y+z—1y) ((2m+3y)2+(:p—y)2)
= (

x4+ 4y) (3x + 2y) (43:2 + 122y + 9y + 22 — 22y + yz)
= (z +4y) 3z + 2y) (527 — 10zy + 10y?)
=5(x +4y) 3z + 2y) (m2 —2xy + 2y2)

Ejercicio 27 Factorizar las expresiones alge- 19 9 5 _ 49

braicas siguientes.

o
IS
[\

13. (4p—9¢q) — 1
1. (x2+y2)2—4x2y2 (4p q)

1 14. 8a2 — 2b?
2. 16y% — —
36 , 1
15. Jx" — —
3. (ot 39) - (@ )" v
4. (. —2y)? —4(x —a)® 16. (2® + y3)2 — (4zy)?
2
9. 427 —36 17. (a+b+1)* = (b+1)*
2 2
6. 20m* — 45n 18, (z+ 3y)2 42
AR
Y 19. 64a* — 362*
8. 16a* — 25b?
20. 422 — 9 (3z —y)?
9. 8% — 18
10. —16 + 49k o (@ =) ~4 ()
11. 25y2 — 4924 22. (2% 4 42)" — da?y?

3.2.4 Factorizando Diferencia de Cubos

El modelo de factorizacién para la diferencia de cubos es,
A® - B*=(A-DB) (A’ + AB + B?)
el modelo de factorizacién para la suma de cubos se puede obtener como sigue,
A3+ B = A® — (-B)°
= (A~ (-B)) (4*+ A(-B) + (-B)’)

A*+ B* = (A+ B) (A’ — AB + B?)

Una diferencia o suma de cubos se factoriza como el producto de dos factores, un binomio por
un trinomio, el binomio tiene el mismo signo de la diferencia o de la suma de cubos; el primer
y el segundo término del trinomio se forma por la suma de los cuadrados de los términos del
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binomio, el tercer término es el producto de los términos del binomio, suméandolo para diferencia
de cubos y restdndolo para suma de cubos. Esto es,

A* - B*=(A- B)(A*+ B>+ AB)

e
binomio trinomio
A® + B* = (A+ B)(A*+ B* — AB)
—A
binomio trinomio

Ejemplo 47 Factorizacion de diferencia de cubos.
1.8—2%: A=Y8=2, B=Vad ==z
§— a3 =223
=(2-=x) (22+2x+x2)
=(2—-2) (4422 +2?)
2. 125a3 — b3; A = V12543 = 5a, B= Vb = b
125a% — b = (5a) — b°
— (5a — b) ((5a)2 + 5ab + b2)
= (5a — b) (25a” + 5ab + b?)
3. 250a* — 54ab3. Primero factorizando por factor comain,
250a* — 54ab® = 2a (125a® — 275%)
identificando A = V/125a3 = 5a, B = v/27b3 = 3b
% ((5a)3 - (3b)3>

a (5a — 3b) ((5a)2 + (5a) (3b) + (3b)2>
a (5a — 3b) (25a* + 15ab + 9b°)

2a (125a° — 27b°)

Il
I

4. a® — 27¢'2. La expresion se puede reescribir ast,

abp? — 27612 = (a2b3)3 — (3c4)3

se tiene A = {/(a2b3)® = a2b3, B = {/(3c¢4)® = 3¢2.
(a2%)" = (3¢")" = (a2 - 3¢%) ((a®°)" + (") (3¢") + (3¢")7)

= (a2b3 — 304) (a4b6 +3a?b3ct + 908)

3.2.5 Factorizacion de Suma de Cubos

El modelo de factorizacion es,

A*+ B* = (A+ B) (A’ — AB + B?)
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Ejemplo 48 Factorizacion de suma de cubos

8 3 8y3 2y
1. 2 — B A= 2723 = B=\{-==-==
Tz 4 125y Tx 3x, 125 5

2743 +1%5y = (32)° + (25y>3
- (s 2) (w0 (2) - (2))
<3m+25> (9 ? 6?/+ty52)

2. 8% +125y%; A = V/8a3 = 22, B = {/125y3 = 5y
8a? +125y° = (22)° + (59)°

Yy
= (20 +5y) ((20)° = (20) () + (5)°)
= (2z + 5y) (42* — 102y + 25y2)

(
=G [ ve-2r- (o)
(

1 1
—|—x—2) (16—1—:10 —4m+4—1m —|—2m>
13x Tz

%(16_2+Q
_ (bz =8\ (1322 — 56z + 64
B 4 16

1

<1 0T =8) (132% — 56 + 64)

N~~~
4x16

18

I
—
=| g

|

3.2.6 Factorizacion de Diferencias de Potencias Pares

Para factorizar un binomio de la forma,
A" — B"
con n par, se pueden factorizar al considerar dicho binomio como una diferencia de cuadrados,

aplicando sucesivamente la factorizacién para diferencia de cuadrados, y la factorizacién de la
suma o diferencia de cubos.

1. Factorizar A* — B*
Al reescribir A* — B* como una diferencia de cuadrados (DC),
(4°)" = (B) = (4* - B?) (4” + B?)
DC

=(A-DB)(A+ B) (A*+ B?)
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2. Factorizar A% — BS
Al reescribir A% — B% como una diferencia de cuadrados
(4%)" = (B%)" = (4% - B%) (4° + BY)
Dif. cubos Sum. cubos
=(A—B)(A*+ AB+ B?) (A+ B) (A> — AB + B?)
=(A—B)(A+ B) (A>+ AB + B*) (A> — AB + B?)

., o . . . 3 3
Otra opcién es reescribir la expresiéon como una diferencia de cubos (A2) — (BQ) .

Ejercicio 28 Identifique y factorizar las ex- 7. 9746 + iyg

presiones algebraicas siguientes 125
1
12,18 _ _* .21
1. 23 — 4B 8. 216z “y 216Z
2. 64212 + 45 9. a* —v*
3. k3 —27 10. 40ab® — 5a*
4. 12503 — 8b3 11. a* + 1642
5. 250a* — 54ab? 12. 2az% — 16a’y?
1
0. §x3 — 12597 18. 4% —ab

3.2.7 Factorizacion de Trinomios

Los trinomios de la forma,
az? + bz +c

se factorizan como el producto de dos binomios, existen tres casos de factorizacién,

1. Si el trinomio es un trinomio cuadrado perfecto (TCP), su factorizacién es un binomio al
cuadrado.

A? +2AB+ B? = (A+ B)?
A? —2AB+ B?>= (A - B)?

2. Con a = 1, se tiene,
2 4brtec=(z+7)(z+s)

el producto de los binomios es,

2 tbr+ce=a+ (r+s)z+ rs

——
b &
entonces, se busca factores de c,
c=rs
tales que,
b=r+s



3. Productos Notables y Factorizacion

3. Con a # 1, se tiene,
ar’ + bz +c = (pr+7) (qz + 5)

el producto de los binomios es,

azx® 4 bx 4 ¢ = pgz® + (ps +rq) x + rs

2
= pq x°+ (ps+rq)r+ _rs
( )z + s

a b
se busca factores de a y c,

a = pq

c=rs
tales que,

b=ps+aqr

Para ambos casos de factorizacién se requiere que p, ¢, r y S sean enteros.
Ejemplo 49 Factorizacion de trinomios cuadrados perfectos (TCP).
1. 42% + 4oy +y?; A= V422 =2z, B = \/y2 =y. Cumple,

2AB =2(2z) (y)
= 4xy

es el seqgundo término del trinomio, por lo tanto, se tiene un TCP, la factorizacion es,
42?4+ day + % = 22 +y)?
2. w? — 24w + 144; A = Vw? = w, B = /144 = 12. Cumple,

2AB =2 (w) (12)
= 24w

se tiene un TCP, la factorizacidn es,
w? — 24w + 144 = (w — 12)?

3.y + 10y +16; A= \/y2 =y, B=+/16 = 4. No se cumple,

2AB =2 (y) (4
=8y

el trinomio no es TCP, no se puede factorizar como un binomio al cuadrado.
Ejemplo 50 Factorizacion de trinomios de la forma % + bz + c.
1. 22 — 3z — 10. Se describe el procedimiento paso a paso.

(a) La factorizacion es el producto de dos binomios, el primer término del primero y
sequndo binomio es x:

=30 -10=(z__) (v )
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(b) El signo intermedio del primer binomio es el signo del término en x, el signo inter-
medio del seqgundo binomio es el producto de los signos del término en x y el término
constante, asi se tiene

2 —-3z-10= |z — x +
~ =~ ~~ ~
signo(—3x) signo(—3z)(—10)

(¢) El sequndo término de ambos binomios son r y s, respectivamente, son factores del
término constante (10),

x2—3x—102(x—\r/) (.Z‘-F\:S’_/)

los factores de 10, pueden ser,

factor (10) =2 x 5

=5x2
=10x1
tales que,
(=) (s) = -10
—r+s=-3

se tiene que,
r=2>5
s =
(d) Los factores elegidos y el orden correcto da lugar a la factorizacion,
22 =3z —10 = (z —5) (z +2)
2. 2% + 25z + 144. La factorizacion es,

2 _
T +25x+144f(x+ r )(er s )

Los factores de 144 (r y s) se obtienen de la descomposicion de 144 en sus factores primos,
como se vio en el capitulo 1. Los factores probables de 144 se pueden obtener como sigue,

14412

72 12 2x72

36 | 2 (2x2)36=4x36

18 [ 2 (2x2x2)18=8x18

9 |8 (2x2x2x2)9=16x9
3 |3 (2x2x2x2x3)3=48x%x3
1

N——

144=2432

Al elegir los factores que cumplan que la suma sea 25, se tiene,

2% 4+ 252 + 144 = (z + 16) (z + 9)
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3. —3x% + 3x* 4 6023, factorizando primero por factor comain,
—3z3 (a:2 —x — 20)

factorizando ahora el trinomio,

—32% (2 — & - 20) = —32° (m - v) (x +v)

los factores de 20, posible elegir son:

20 =2-10
=45
=1-20

se elige los factores que cumplan que la suma sea —1, la factorizacion resultante es,

—32% (2% — 2 — 20) = —32° (z — 5) (v + 4)

4. 13 + 122 — 22. Reescribiendo el trinomio de la forma siguiente, — (ac2 — 12z — 13), la
factorizacion es,

—(x2—12x—13):—<:c—v) (x+v)
= (z—13)(z+1)

3.2.8 Factorizacién de trinomios de la forma ax? + bx + c.
Meétodo por cambio de variable

En el trinomio,
az® +bx + ¢

al multiplicar toda la expresién por el coeficiente de 22 y hacer un cambio de variable definido
por X = az, se obtiene,

a (az® + bz + ¢) — (az)® +b(ax) + ac — X2 +bX + C
este trinomio es factorizable por el procedimiento visto anteriormente,
X2 4bX+C— (X+R)(X+59)

donde C,
C=RS

tales que,
b=R+ S

cuando se consiguen los factores Ry S, la expresion se escribe en términos de la variable original
y se divide por a,

%(am—ﬁ-R) (ax +S)

uno de los dos binomios debe ser dividido por a o ambos binomios pueden ser divididos por
factores de a. El ejemplo siguiente aclara este procedimiento.

Ejemplo 51 Factorizar el trinomio 5% — 14z — 3.
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1. Multiplicar el trinomio por el coeficiente de x2 de la forma siguiente,

5(52% — 14z — 3) — (52)° =  14(5z) - 15
N——

indicar el producto

2. Al definir el cambio de variable,
X =5z

se obtiene un trinomio en términos de la variable X dado por,
X? - 14X - 15
el cual es factorizable como se ha visto anteriormente.
3. La factorizacion del trinomio es,
X2 14X —15=(X —R) (X +5)

R y S son factores de 15, estos pueden ser,

15=3-5
=15-1
se elige los factores que cumplan,
(=R)(5) =15
—-R+S5=-14

Se tiene,
X2 14X —15=(X - 15) (X +1)

4. La factorizacion en términos de la wvariable original es,
(5z — 15) (bz + 1)

la cual tiene que ser dividida por a = 5, recordar que esta expresion fue multiplicada por
el coeficiente de x2, esto es,
5z —15) (5 1 5z — 15
(r=15)(+1) _ (52=15)
5 5
=(z—-3)(5x+1)

se elige el factor que sea divisible por 5, la factorizacion es,

522 — 14z — 3= (z — 3) (5z + 1)

Ejemplo 52 Factorizar el trinomio 4x> —4x — 3. Aplicando el procedimiento anterior de forma
breve se tiene,
4(42® — 4z —3) = 162° —  4(4z)  —12
——
indicar el producto

la factorizacion de este trinomio es el producto de dos binomios, el primer término del primero y

sequndo binomio es V' 16x2 = 4x, el signo intermedio del primer binomio es el signo del término
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en x, el signo intermedio del sequndo binomio es el producto de los signos del término en x y el
término constante; el segundo término de ambos binomios son factores de 12,

12=4-3
:2-6
=12-1

la suma de los factores de 12 debe ser —4, se tiene entonces,

1622 — 4 (4z) — 12 = (42 — 6) (42 + 2)

finalmente al dividir entre 4, note que los binomios no son divisibles por 4, se puede dividir

ambos factores por factores de 4, como se indica,

(4 — 6) (4= +

2)

(4x — 6) (42 + 2)

4

= (22 -3)(2z+1)

2

la factorizacion de 4z — 4z — 3 es (2z — 3) (2z + 1)

Ejemplo 53 Factorizar 2y — Ty — 4, se sique el procedimiento,

0% —Ty—4=

; (29> — Ty — 4)

— w70 -8
5 2y —8) @y +1)
w@wl)

=(@y—4)(2y+1)

2

Ejemplo 54 8(2m +3)>+14(2m +3) —15. Si X = (2m + 3), la expresion se puede reescribir

como,

8X2 4+ 14X — 15

la factorizacion es como sigue,

8X2 4+ 14X — 15 =

los factores de 120 se obtienen mediante el proceso siguiente,

120
60
30

15
5]

1

EREEE

1

—_——
120=233x5

2 x 60
4 x 30
8 x 15
24 x 5

((8X)2 F14(8X) — 120)

note que ninguno de los factores anteriores cumple con la condicion que su suma sea 14, por lo

tanto, descartamos estos factores y buscamos otros, por ejemplo,

(5x2x2)(2x3)=20%x6
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se tiene entonces,

1
8X? +14X — 15 = 3 (8X +20) (8X —6)

(8X + 20) (8X — 6)
4 2
= (2X +5) (4X — 3)

en términos de la expresion original,

8(2m+3)* +14(2m +3) — 15 = (2(2m + 3) + 5) (4 (2m + 3) — 3)
=M4m+6+5)(8m+12-3)
= (4m +11) (8m +9)

Meétodo por factor comin y agrupamiento

Para factorizar el trinomio,

azx® +br +c
se busca dos nimeros (R y S) tales que,
RS =ac
y su suma algebraica sea,
R+S=1b

una vez encontrado tales niimeros el trinomio se reescribe como,

ar’ +br+c=ax’>+ Rx+ Sz +c¢

el cual puede ser factorizado por agrupamiento y factor comin. El ejemplo siguiente aclara este
proceso,

Ejemplo 55 Factorizar el trinomio 3z% + 14z + 8
Donde a =3, b =14, ¢ = 8; se buscan factores de

RS =ac=24

tales que la suma sea,
R+S=b=14

se tiene que la decomposicion de 24 en sus factores primos es, 24 = 233, los factores posibles
pueden ser,

(24) (1); (8)(3); (4)(6); (12)(2);
los factores que cumplen son (12)(2), estos factores permiten escribir el trinomio de la forma
siquiente,

3% + 14z 4+ 8 = 32” + 2z + 120 + 8

agrupando y factorizando por factor comin,

(32% +122) + (22 + 8) =3z (z +4) + 2 (x + 4)
=Bz+2)(z+4)

al efectuar la comprobacion

(3z +2) (z+4) = 32% 4 14z + 8
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Ejemplo 56 Factorizar el trinomio 6x% — 13z — 5

Se tiene a = 6, b = —13, ¢ = —b; se buscan factores tales que,
RS = ac
=-30
R+S=1b
=-13

estos factores son, (—15) y 2.

622 — 13z — 5= 622 — 150+ 2z — 5
= (62® + 22) — (152 +5)
=2x(Bx+1)—-53x+1)
=2z -5)3z+1)

Ejemplo 57 Factorizar el trinomio 3z + 192 — 14
Se tiene que (3) (—14) = —42, luego se buscan factores de —42, cuya suma sea 19. FEstos
factores son 21 y —2.

322 + 192 — 14 = 32 + 21z — 22 — 14
= (327 + 21z) — (2z + 14)
=3x(x+7)—2(x+7)
=Bz—2)(z+7)

Ejercicio 29 Identifica y factoriza los tri- 14. 9 — 8x — x?

nomios siguientes 9
15. 72+ 6y —y

1. 14 100R% + 20h 16. 22 + 42 — 5

2. 9a2 — 24a + 16 17. 22 — 2z — 42

3. gmﬂ—?x+16 18. 22+ +1

PRI 19. 2% + 142 449

54— 0y 418 20. % — 12y + 36

6 e 21. —32° + 3z* + 602°

7. 22 —6x+9 Ty
23. 22 —T72+9

8. a2+ Tx+ 12 924, 16 — Sy + o2

9. 2% =3z +2 25. 322 — 13z +4

10. 2% —2 6 2. 4 — 4z — 1522

11. 22 —10z + 21 27. ba? — 22— 7

12. 5w? + 10w? — 315w 28. 9y? — 448y + 64

13. 22 — 62+ 8 29. 522 + 142 —3
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30. 60 + 4z — 22 37. —8w? — 16w — 6

31. 4y +4y + 1 38. 4w —8w—5

32. —4t2 — 14t — 12 )
39. 9t 4+ 6t 4+ 1

33. 14w? — 19w — 3

40. 16y% — 24y + 9
34. 25w + 15w — 4 g

36. 6w? + 35w — 6 42. 2w? — 17w + 21

Ejercicio 30 Completa el término que falta en 3. 6t2 —23t+20= (3t —4)(2t— )
la factorizacion de los siguientes trinomios.

1. g°=8g+16=(g—-4)(g 4)
2. 42 —y—3=( +3)(y—1) 5. 159° +34g+15= (59 +3) 39+ )

4. 42 +4x—-3=022-1)( +3)

3.2.9 Caso Especial de Factorizaciéon de Trinomios

Los trinomios de la forma 22 4 bx + ¢ se factorizan como el producto de dos binomios

2 4brtce=(x+r)(z+s)

tales que,
c=rs

b=r+s

donde r y s son enteros.

Una factorizacién de este tipo de expresiones algebraicas puede ser posible al considerar
factores r y s no enteros, el ejemplo siguiente muestra este tipo de factorizacién. El procedimiento
que se describe en adelante se conoce como Método de Completar el Cuadrado, el cual es 1til
cuando se resuelven ecuaciones cuadraticas.

Ejemplo 58 Factorizar la expresion algebraica
2 — 6z —3
se buscan factores r y s que cumplan,
22 —6x—3=(x—7)(x+s)
tales que,

(=r)(s) =-3
—r+s=—6

lo cual no es posible sir y s deben ser enteros. El procedimiento siguiente muestra la posibilidad
de factorizar este trinomio.

1. Agrupar los términos 22 Yy x,
(m2 — 6x) -3
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2. Agregar a los términos agrupados la mitad del coeficiente de x al cuadrado y restarlo al
mismo tiempo para evitar que el trinomio sea modificado,

6)° 6)°
2 — 6z + (2> -3- <2)

(2 =62 +9) -39

(2 — 62 +9) — 12

T
3. Factorizar los términos agrupados como un trinomio cuadrado perfecto,

(x—3)%—12

4. Factorizar la expresion como una diferencia de cuadrados,

(z-37-12= (¢ -3-V12) (v -3+ VI2)

el método es 1itil siempre y cuando el signo intermedio sea negativo. Si es positivo la
expresion algebraica no es factorizable.

Ejemplo 59 Factorizar el trinomio x> — 6z + 10 utilizando el método del ejemplo anterior.
(2% — 62) + 10 = (2? — 6z + 3?) + 10 — 3
= (z—3)*+1

la expresion resultante mo es factorizable, el signo intermedio es positivo, por lo tanto no se
puede factorizar como una diferencia de cuadrados.

Ejemplo 60 Factorizar el trinomio 3z% — 5z + 1 utilizando el método del ejemplo anterior.

3
1. Multiplicar por 3 para evitar que el trinomio sea modificado,
3 (o2
3 (3z* — bz + 1)
2. Reescribir de la forma siguiente,

322 -5z +1 s b 1
=3 () s (22 Boeg)

3. Aplicar el método de los ejemplos anteriores como sigue,

5 1 [ 5 5 \2\ 1 5 )2
2 _ Y 2 = 2 Y -
3[(:,: 3x>+3} 3<x 3x+<2x3>>+3 <2><3>1
1
3
1
3

[ 5 25
=3 <x2—x—l—




Introduccion al Calenlo Diferencial- Un Curso Bésico de Algebra y Funciones.

3.2.10 Factorizacién y Simplificacién de Derivadas Algebraicas

Los ejemplos siguientes muestran la aplicacién de la factorizacién y la simplificaciéon de expre-
siones algebraicas, obtenidas en la derivacién de funciones algebraicas. El procedimiento se lleva
a cabo paso a paso y con detalle para que el lector identifique el proceso de simplificacién.

Ejemplo 61 Simplifique las expresiones algebraicas siguientes.

1.
z3 (;x1/2> + <x1/2 + 1) (3:52) = %x5/2 + 3% + (3952)
= %x5/2 + 322
2.
z+3\*(z-2-2-3\ 3@@+3)?>( -5
3<x—2> ( (z —2) > C (w—2)? <(x—2)2>
—15 (x + 3)°
- @-2!
3.
(2% — 1)4 (2z) — 2% (4) (2? — 1)3 (2z) 2z (2% - 1)4 — 823 (22 — 1)3
(22 = 1)° - (22 = 1)°
Dr (@~ 1) =83 (a2 - 1)°
- (2 = 1)°

los términos 1 y 3, y los términos 2 y 4; contienen variables comunes, el factor comin
estard formado por las variables comunes de menor potencia, esto es,

factor comin

/_’\ﬁ

2 (2 1)" ((a? ~ 1) — 427)
( 2 _

22 —1)®
2z (22 — 1)% (=322 = 1)
- (22 = 1)°
2z (22 — 1)° (~1) (322 4 1)
) (@ = 1P
—2z (32% +1)
S @

(22 — 1) 2z +1)7/% — 22 (22 + 1)*/?

/.

(22 — 1)
1 2
(2 -1) e+ 1)~ 22(22 + 1)
- (a2 —1)?
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los términos 1 y 2 son términos comunes, el factor comin estard formado por el factor de
. —~1/2 .
menor potencia, en este caso, (2x + 1) / , se tiene,

simplificando

2z +1)72((2% — 1) — 22 (22 + 1))

(22 —1)°
(2w +1)7V? (=322 — 1 - 22)
- (22— 1)’

- (3:1:2 + 2z + 1)
(22 4+ 1)1/? (22 — 1)?
= (322422 +1)

V2w +1(z2—1)°

(22 40) (J2) = (22 1) (J %) oo g

(x1/2 _ 1)2 (x1/2 _ 1)2

términos semejantes
1/2 1/2
la /2 4 e / 2—1/2

=

(m1/2 _ 1)2 o (xl/Z _ 1)2
1

Ve (VE - 1)

Ejercicio 31 Simplifique las expresiones algebraicas siguientes.

1 3z? (2 + 1) — 3% (2% — 1)

L 3 (@3 —1) (23 +1)

(22 + z) (62%) — 223 (22 + 1)
(a2 + x)°
(2% +1) %x71/2 — x'/2 (2x)
(22 4+ 1)

o

) e (22 - 1) (322 +1)> = 8z (322 +1)* (a2 - 1)°

(@ =1

©

z? (2xex2> + e (22)
6. (522 +2) % (¢4 +5) 7 4a® + (a4 4 5)'/% (100)

(m?+9) 12 (20m) — 10m? (%) (m? + 9)_1/2 (2m)
m2+9

8. 3at (—e™®) + e (1227)

7.

N

. 2 (—Qxe_zz) + e’
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T
14—
10, — V- T T V1422
4+ V1422

(e +e (e +e ™) (" —e ) (" —e")

11. .
(e +e7)

w? (262“’) — Quwew

12. 1

13. (2 — 1) (3¢®2) + €372 (22)
(2% + z) (62%) — 22° (22 + 1)
(22 + z)?
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Capitulo 4

Expresiones Racionales

Una expresién racional es una expresién algebraica fraccionaria, donde numerador y denomi-
nador son polinomios, por ejemplo, los polinomios P (z) y Q (z) de orden 4 y 5, respectivamente,

P(z) = 32* + 523 — 62 + 2

Q(x) =925 —4a® + 72® + 2 — 2
pueden formar la expresién racional,

P(x) 3zt +52% — 622 +

Q(x)  92° — 43 + 722 41— 2

4.1 Operaciones con Expresiones Racionales

4.1.1 Evaluacién de Expresiones Racionales

Evaluar una expresion racional significa sustituir el valor de la o las variables en la expresién
racional y efectuar los calculos indicados.

Ejemplo 62 Fualie las expresiones racionales siguientes.

4
x* =27z C . . .
1. Bvaluar ———— enx = —2. Una forma de indicar que la expresion racional serd
4+ x—12
evaluada en © = —2, es,

zt — 27z
24z —12],_ 5

Al sustituir el valor de —2 en la expresion racional es recomendable utilizar paréntesis para
distinguir los signos que corresponden a la expresion racional y el signo que corresponde
al valor asignado de la variable, puede visualizar la expresion racional como sigue,

xt — 27z _ (D)4*27(D)
@He-12 (O] +([]) -1
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en la cual existen campos pendientes de ser llenados con el valor de la variable. Se tiene

entonces,
{ zt — 27z ] (=2t -27(-2)
a2 +x—12],_ , (=2)2 + (—2) — 12
_ 16+54
4-2-12
70
= T 7
Yy
2. Fvaluar mn en x = —2, y =4, se denota por,
T

4]
T+ Yy r=-2, y=4

[ vy ] (=24
=2, y=4

al evaluar se tiene,

T+y (—2)+4
2
2 _
3. Evaluar w en x = —J,
3r —5
4(=5)°=5(=5)+7  100+25+7
3(=5)—5  —15-5
_ 132 33
- -20 5
2 _
4. Evaluar #&:5—:610 enx = —2,
—2)% —5(-2 14
2 =5(2) 1
(-2)°=3(-2)—-10 O
note que estd expresion racional no estd definida (med) para x = —2. O de otra forma,

la expresion racional estd definida para cualquier valor de x # —2.

42?2 — 132 + 3 1
5. Evaluarm enx:z,
1\? 1 113
41 -] —13( - 3 - _
<4> <4>+ _ 4 g 3
1\ 2 1 -~ 1 5
- — =42
8<4) —10<4>+2 5 5t

. . ) ) 1
estd expresion racional se indetermina para x = 1
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4. Expresiones Racionales

Ejercicio 32 Evalia las siguientes expre- 5 8t2 — 6t + 9 _3
stones racionales para el valor de la variable " 16t2 — 56t + 49’ 4
dicada cuando sea posible, indique si no estd 4
definid 6. 2~ 190 _,
efinida. B2 9y =
412 — 5t 5 3w — 6w? + 3w
o100 T2 [ v , w=1
2w* 4+ dw? — 3w — 8
% — 3z + 12 B 2 22-9
9r+6 3 8 %xe °7
323 +4241 1 2 40,2
3. ,Z~¥-272+7 b= = 9 y* — 49z Y= 1
5z —1 5) oy —Tz 7
4 3
x* —2x° + bz — 27 5
, w=-2 0. 22 Lo
z(x—8)(x—2) 2+ 2 —20

Ejemplo 63 Determinar los valores de la o las variables para los cuales las expresiones racionales

siguientes no estdn definidas.

Recuerde que una expresion racional no esta definida cuando el denominador es cero; por lo
tanto es mecesario encontrar los valores que hacen al denominador cero.

1. Dada w
e —x — 30
22—z —
Al factorizar el trinomio se tiene,
(x+5)(x
se tiene que cuando x = —5,
(=5+5) (-5
(0) (=

_6)

. Se debe encontrar los valores de x que hacen el denominador,

30=0

—6) 0
11) 0

recuerde, todo numero multiplicado por cero, es cero.

La forma factorizada del trinomio muestra que el seqgundo factor es cero cuando r = 6,
cualquiera de estos valores de la variable x hacen el denominador "cero”. Esto significa
que la expresion racional no estd definida para x = —5 y x = 6. O de otra forma, la
expresion racional estd definida para cualquier valor de x # —5 y x # 6.

(z—4)(22+3)

Dad
aaa (223 — 22 — 152)

denominador,

(223 — 22— 152)
2(2245) (2 —

la forma factorizada muestra que para,

(2z2+5) =
(z—3) =
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(z—4) (22 +3)
(223 — 22 — 152)

la expresidn no estd definida.

Zop? -1
3. Dadaai determine los valores de a y b para los cuales la expresion racional no
a? — 2ab + b2
estd definida.

Se tiene que determinar que,

a® — 2ab + b?
(a—0b)? =

a2 —p? -1

note que st a = b, el denominador es cero. Por lo tanto, la expresion racional PR
a? —2a

no estd definida para valores de a = b.

b2 —3b—4
4. Dada —————————— determine los valores de b para los cuales la expresion racional no estd
b2 — 13b + 36
definida e indeterminada.

Se tiene que determinar para que valores de b denominador y numerador sean cero, por lo
tanto, para el numerador,

¥—3b—4 = 0
(b+1)(b—4) = 0

b = —-1;b=4
para el denominador,
b —13b+36 =
b—-4)(b-9) =
b = 4,b=9
lweao L =30 =4
90 2 T 13b + 36
(a) No estd definida para b=19.
(b) Se indetermina para b = 4.
(c) Vale cero para b= —1
Ejercicio 33 Encuentra para qué wvalores de y w? —9
la variable, cada expresion racional no estd Cw?—9w+ 14
definida. ; ba2 + 13z — 6

B2 .9 (22 — 2z + 1) (22 — 25)

1.

T+4z 5 @16
; " a2 —-3a+2
663 — 17t + 4
2. Sw3 + 6w?
2t — 7) (3t + 21 7
( ) ( ) 9w — 95
5 32244210 g 32z — 56
’ 22 - 16 T 22 —1lx+ 14
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4. Expresiones Racionales

12¢3 — 15t + 7 0 25— 523 -6
" 9t2 — 30t + 25 24922
Ejercicio 34 Determine los valores de varia- 42% + 8z + 4
ble para los cuales la expresion racional no estd " 5x2 +10x +5

definida e indeterminada.

y 22 -2z —15
T2 —x—12

2
_rfi a2 + 4a — 12
X +IE—3O a2+2a—8
1422 + 352 + 21 =44
z2 + 8x + 16

" 1222 + 30z + 18

4.1.2 Simplificacién de Expresiones Racionales

Para simplificar expresiones racionales, primero se debe reescribir la expresién racional en su
forma factorizada, esto es, factorizar tanto el numerador como el denominador. La formas
factorizadas permiten aplicar la propiedad de la fracciones siguiente,

AC A

BC B
esto es, cancelar los factores comunes.

Ejemplo 64 Simplificar las expresiones racionales, determinar los valores de la o las variables
para los cuales las expresiones racionales no estén definidas.

xt — 272
1. Si ) —_
Simplificar 2rr_12
at =27 z (23 — 27) x(r—3) (2% +3z+9)
2 +x—12 224z-12 (x —3)(x+4)

antes de cancelar los factores comunes observe que la expresion original factorizada no
estd definida para x = 3 y x = —4. Esto es, la expresion original factorizada se puede
simplificar, si se considera,
x#3 y x#—4
luego,
z(z—3) (22 + 3z +9) z (22 + 3z +9)
(x—3)(z+4) (x+4)

Expresion original Ezxpresion simplificada

six#3, x#—4

se cancela el factor (x —3). La expresion original y la expresion simplificada no estd
definida para x = —4; la expresion simplificada estd definida para x = 3, pero como
ésta proviene de una expresion racional no definida en este valor, se dice entonces que la
expresion simplificada no estd definida para este mismo valor, esto es,

x (m2 + 3z + 9)
(x +4)
Este hecho se utiliza frecuentemente en Cdlculo Diferencial para eliminar la indetermi-

nacion y poder conocer el valor de una expresion que presenta un indeterminacion en un
valor dado de la variable.

definida para © # 3, v # —4
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3 _
2. Slmpllﬁcar ﬁ

-8  (x—2)(2* + 20 +4)
502 -9z -2  (5x+1)(x—2)

note que la expresion original no estd definida para,
bx+1)(x—2)=0
o también,

(br+1) = 0—z=-1/5

r—2 = 0—-x=2
o de otra forma, la expresion original esta definida para,
x#—-1/50x #2
la expresion simplificada es,

(22 + 22 4 4)

Gotl) definida para x # —1/5, © # 2

a? — b?

3. Slmpllﬁcar m

a2 — p2 (a—b)(a+0b) (a+Db) '
a? —2ab+ b2 (a— b)2 T a-b definida para a # b

note que en este caso, tanto la expresion original como la expresion simplificada estin

definidas a # b.

Ejercicio 35 Simplifica las siguientes expre- 7 a? —12a + 27

stones racionales " a2 —T7a—18
(4t —9) (Tt + 2) g z2 — 16
Tt2 + 23t + 6 " 22 — 142 + 40
5 2 —dc+4 9 (c+8)(c+6)
" (e—=2)%(3c+1) "2+ 9c+18
5 x? — 10z + 25 10 222 — 7z — 15
22422 —35 " 322 - 132 —10
A a’? — 14a + 48 1 3m? — 25m + 28
" (a—6)? " 9m?—16
622 — 6y> — by 19 2243 — 233
2 8x3 — 27y3 Coa%yt +atyt
2 . 4 14
6 w* + Tw — 8 13, a b
w? —1 a8 — b8
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4. Expresiones Racionales

14.

15.

16.

17.

a+b ) at — bt
ad + b3 8. a3 — b3 + ab? — ba?
m2 + 2mn + n? 19 % — bz
m2 —n? T2 -3z -10
T —4 20 3 — 8
2 —T7x+12 T2 42x+4
64 — b° 91 2t — 27z
16 — 8b + b2 a2t x—12

4.1.3 Multiplicacién de Expresiones Racionales

P R
Si é y 3 son expresiones racionales, donde @ # 0, S # 0, la multiplicacién de estas expresiones
sigue la regla siguiente,
P y R PR
QS QS

esto es, para multiplicar expresiones racionales multiplique numerador por numerador y denomi-

nador por denominador.

expresién racional.

Es recomendable, antes de efectuar la multiplicacién simplificar la

Ejemplo 65 Simplifique y multiplique las expresiones racionales siguientes, indique las condi-
citones de las variables en la expresiones.

1.

322 —4x — 4 22
X X
322 - 13x—10 ~ 22452+ 25

23— 125
224+12-6

La expresion factorizada es,

(x—5) (2> +52+25) (3z+2)(z—2) 2

@+3) -2  (Br+2)(z—5)  22+5r+25

definida para, © # 3, v #2, v # —2/3 0 x # 5.
La expresion simplificada es,

:E2

z—3
definida para x # 3,x#2,x#—-2/3 ox#5

292 + 2y — 40 \° [ y2 — 5y — 50 \*
292 — 28y + 80 y2 + 10y + 25

La expresion factorizada es,

(2(y+5)(y—4) )3<(y+5)(y—10)>4
2(y—4) (y — 10) (y+5)°

La expresion original estd definida para y # 4, y # 10, y # —5.
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La expresion simplificada es,

() (45

22 +42-5 y 2% 4+ 10z + 16
224+ 72-8 22— 25
La expresion factorizada es,

(y+5)° (y—10)"

(y —10)* (y+5)°
-1

= yy+ 50 definida para

(z4+5)(z—1) (2+8)(2+2)

G+8)(z—1)  (2-5)(215)

definida para

z # —8,z#1,2+#5, 2# —5.

La expresion simplificada es,

(z+2)

(z—-5)

definida para
z # =8, z#1,2#5,2z# =5

Ejercicio 36 En cada ejercicio simplifique las
expresiones algebraicas. Indica las condiciones
para poder hacerlo.
5a + Ta — 24 L a4
a®>+6a+8  ba—8
22— 92 +38 4—z
. X
2242287 22422
24z —30 2120
1423 dr —5

472 — 95 x2 — 81
4. X
22 — 11z + 18~ 2z2 4+ 14z — 45
. w2—w—12xw2—7w+10
T w?—6w—28 w? -9
6 203 — 322 — 22 222+ Tz —15

224+ 32z —10 ~ 223 + 2

- ((w+9) (w—2)>3 <w2+8w+16>3

w? + 2w —8 w? — 81

4.1.4 Divisiéon de Expresiones Racionales

R

P
Si é y — son expresiones racionales, con ) # 0, R # 0y S # 0, la divisién de estas expresiones

S

racionales se indica por,

0| =Q|
|

Ol

\
n| =

La divisién de una expresién racional entre una expresién racional distinta de cero se define

P R
como la multiplicacién de la expresién racional del dividendo é por el reciproco del divisor ]

esto es,

LB
S

Qv

con Q #



4. Expresiones Racionales

o también,

w| 5Ol v

PS  productos de extremos

T QR

productos de medios

Ejemplo 66 Efectuar las operaciones siguientes.

%2 — 64 , e |
_2? 2> — 64 (z—8) (82% + 64z
- - 0, !
(z — 8) (822 + 64x) 22 - con x # 0, luego,
X
(x=8)(x+8) . (z—8)8x(x+8)
— > -
~ (z-8)(z+38) T
- x2 8z (z —8) (z+8)
_ L
82
conz # 0,x#8, x4 8.
322 —4z—-4

22+52+6 _32’274274‘

T 922412244 2245246

22— 4

con z #

922 + 122+ 4

22— 4
322 —4z2—4 22— 4
22 4+52+6 X 922 + 122+ 4
Bz+2)(2-2) (2—2)(2+2)
(24+3)(2+2) (32 +2)?

(= = 2)?
(324+2)(2+3)

2
—3,27&—2,27&—5,27&2.

4.1.5 Adicién y Sustraccién de Expresiones Racionales

La suma de expresiones racionales con igual denominador, resulta en una expresién
racional que tiene el mismo denominador y numerador igual a la suma de los numeradores, esto

es,

P R _P+R

O

de forma similar se tiene,

Ol

con @ #0

O

P—R
Q

g: con Q #0

Ejemplo 67 Efectie las operaciones indicadas y simplifique,

322 — 2z
T+ 2

22+ 2x — 16
T+ 2
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Esto es, suma de expresiones ractonales con igual denominador,

322 -2 24 2x—16 322 — 2+ 22+ 22— 16
+ fr

x -+ 2 x -+ 2 x -+ 2
_ 42?—16
o x+2

4(x—2 2
_ de-2e+d) xj_(;Jr ),si:n#—2
= 4(x—-2)
(y+5) -4  4-y

T2+ 13y +42 (y+6)(y+7)

Note que y* + 13y + 42 = (y + 7) (y + 6), luego,
(y+5 -4  4-y (y+5@y—4)-1U-y

W+7W+6) (y+6)(y+7) (y+6)(y+7)
V+y—20—4+y
(y+6)(y+7)
Y2+ 2y — 24
(y+6)(y+7)

_ w+6)(y—4)
(y+6)(y+7)
(y—4)

= WTT) cony # —6, y# —T.

La suma de expresiones racionales con diferente denominador, resulta en una ex-
presién racional con un denominador comin o MCD, el cual se encuentra factorizando cada
denominador y tomando el producto de los factores comunes y no comunes de mayor potencia;
aplicando la regla siguiente,

P R PS+RQ
a‘i‘g—TCOHQ#O,S#O

de forma similar se tiene,
o= " onQ#0,S#0

Ejemplo 68 Efectie las operaciones indicadas y simplifique.

422 — 9 22 -3
T2+ 220 +3 1422 + 22

Se identifica una resta de expresiones racionales con diferente denominador.

422 -9 202 -3 (22 -3)(2z+3) 222 — 3

Ta2+ 22z +3 1422 +2x  (2+3)(Te+1) 2z (Tz+1)
MCD: 2z (z+3) (Tx + 1)

aplicando la regla,

ler término 2do término
2z -3)2x+3) 222-3 22z -3)(2z+3) — (¢ +3)(22* - 3)
(x+3)(Te+1) 22(Tz+1) 2e(x+3)(Tx+1)
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4. Expresiones Racionales

el primer término de la fraccion resultante se obtiene de,

2¢(x+3)(Tx+1)
(z+3)(Txz+1)

(2z—3)(2x+3) = 2z(2z-3)(2z+ 3)
se cancelan los factores comunes

el segundo término es,

2z (x4 3) (Tx + 1)
2z (Tz + 1)

(22 -3) = (z+3)(22*—3)
se cancelan los factores comunes

efectuando operaciones y simplificando,

2z (2z — 3) (22 + 3) — (x + 3) (222 — 3) 82% — 18z — (22% — 3z + 62% — 9)
20 (x+3) (Tx+ 1) 2e(x+3)(Tx+1)
62% — 622 — 150 + 9
2¢(x+3)(Tx+1)
3 (22® — 222 — 5z + 3)
2z (x+3) (Tx+1)
conx # 0,x# -3, x#-1/T.

Finalmente,
42® — 9 202 -3  3(22% —22° — 5x +3)
Tx2 +22x+3  1422+2x 22 (z+3)(Tx+1)
conx # 0,x# -3, x#-1/7.
1 1 6

2.

x—2_x+4+(x+4)2’
MCD: (x —2) (x4 4)?

L S 1@ +4)’ -1z —2)(z+4) +6(x—2)
-2 z4+4  (z+4)° (z —2) (x +4)°
120+12  12(z+1)

(z—2)(z+4)? (z—-2)(z+4)>
conx # 2,x# —4.

Ejercicio 37 Efectie las operaciones indicadas y simplifique.

1 T+ 2 n 3xr+1 6x + 2

"2z -D(xz+3) 2z-1)(z-2) (2z—-1)(z+3)(xz—2)

3 2 9
2. -
x—3 m+3+9—:c2
1+ 2z 2z 823

" 142 +422 22 —1 1 —8x3

y z+1 2 -1 Txd — T2+ 2x — 2

x+2+2x2+3m—2_ (222 4+ 3x —2) (x +2)
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_ 92
P R s .
2(@-y) 2@+y) y-u
6 a b n 2ab
“a+b b—a a?—b?
7 a B b

4.2 Fracciones Complejas

Fracciones complejas son aquellas en el que el numerador, o el denominador, o ambos a la vez
contienen fracciones; por ejemplo:

1 1 1

1 sty zy “Tu
1+1’ ] ’ 1 1-
a b z? —y? w

Ejemplo 69 Efectie las operaciones indicadas y simplifique,

Lot
rt+y zy
Y
LL‘Z—yZ
TYy—r—Y
_ _(@tyay _wy—z-y (2-y(r+y)
Y (z+ywy y
(z—y)(z+y)
_ (@y—z-y)(x—y)
TYy?

Ejemplo 70 Efectie las operaciones indicadas y simplifique,

1 1
at+h a
h

1 1 a—(a+h)
ath a ala+h)
h h
—h
_a(a+h)  —h xl
h ala+h) h
-1
a(a+h)
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Ejemplo 71 Efectie las operaciones indicadas y simplifique,

2

1/2 T
_ 1422 - —
(1 —|—x2)1/2 _ g2 (1 +a:2) 1/2 - ( ) (1+ 3732)1/2
1+ 22 N 1+ 22
(1 + x2)1/2 (1 + x2)1/2 2
B (1+22)1/2
N 1+ 22
(1+ z?) — z?
I o N
B 1+ 22
1
1 4—9[:2)1/2
N 1+ 22
B (|
(1 +22)2 7 14a?
1
C (14a2)%?

4.3 Racionalizacién de Expresiones Racionales

Si una fraccién tiene un denominador de la forma A+B+/C, podemos racionalizar el denominador
multiplicando el numerador y denominador por el radical conjugado A — BV/C, esto conduce a,

(A+B\FC) (A—B\@) — A2~ B%C

Ejercicio 38 Efectia las operaciones siguien- 74— 1
tes 3 1 T
_l’_
2 —Tr+4 1 P
1. + z—1
22+102+25 zx+5
w+1 w—1 s. a i 3—a 1
v S v @+a—20 a?—6a+8 a+8a+ 15
a737a—4 9 3z —1 2z — 1
g a—4 a-3 222 -9x -5 32 —-14x -5
’ 1 1
a—3_a—4 10. 1 _ 3
a at2 2024+ 1la — 6  4a2 + 14a — 30
4 a?—4 a?—4a+4 " Tr 7T—r
5 LTty 49 -2 47T
vy L, Th=4 25
_ _2ab_ " 2—8 8-—2b
6 a? + b?
a® — b3 g WHB)(w—4) 4—w
o e TPt 13w 42 (W4 6) (Wt T)
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Capitulo 5

Ecuacion Algebraica

Una Ecuacién Algebraica es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, recuerde que una
expresion algebraica contiene variables y constantes las cuales se combinan con los operadores
matemadticos de adicién, substraccion, multiplicacién, divisién, exponenciacién y raiz. Algunos
ejemplos de ecuaciones algebraicas son:

3

—2x+§—1 = m—l—gx
zT+3 § z—3
r—3 2 x+3

ve—4+z = 16
2z—-1)(z—-1) = 6

Las expresiones algebraicas de cada lado de la igualdad se llaman miembros de la ecuacién,
asf se tiene,

V3z+4 = —222-9
N—— N—_——

Primer miembro Segundo miembro

Resolver la ecuacién significa encontrar los valores de la incégnita (variable) que hacen ver-
dadera la proposicién de igualdad; para resolverla tratamos de encontrar una ecuacién simple y
equivalente en la cual la incégnita se encuentre aislada en una lado de la ecuacién, generalmente
del lado izquierdo. Una ecuacién equivalente tiene la misma solucién que la ecuacién original.

En este capitulo se dan a conocer los procedimientos utilizados para resolver ecuaciones
algebraicas lineales y no lineales de una sola variable.

5.1 Ecuaciones Equivalentes

Si A, B y C son expresiones algebraicas, una ecuacién equivalente se obtiene al aplicar las
siguientes propiedades.

1. Propiedad de igualdad de la suma,
A=B& A+C=DB+C

Por una cuestién préctica se requiere C' # 0.

& significa equivalente a... o es lo mismo que...
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Ejemplo 72 Al aplicar la propiedad de la suma a la ecuacion x = x, se obtienen las
ecuaciones equivalentes siguientes las cuales tienen la misma solucion, no esta de menos
recordar que las operaciones se efectian sobre ambos miembros de la ecuacion

T = x FEcuacion original
z+2 = x42 sumar 2
z4+2x—-1) = z+2(@x-1) sumar 2 (x — 1)
z+2(x—-1)—-5 = z+2(x—1)—5 sumar—>

2. Propiedad de igualdad de la multiplicacién,
A=B < AC = BC

Por una cuestion préactica se requiere C' # 0.

Ejemplo 73 Al aplicar la propiedad de la multiplicacion a la ecuacion x = x, se obtienen
las ecuaciones equivalentes siguientes las cuales tienen la misma solucidn, no esta de menos
recordar que las operaciones se efectiian sobre ambos miembros de la ecuacion

r = x ecuacion original
2 = 2z multiplicar por 2
1 1 o 1
ml‘ = mx multlplwar por m
—5x —5x

_ = — ltipli -5
2 —1) 2w —1) multiplicar por

3. Propiedad del producto nulo,
AB=0,siys6losi A=0 o0 bien B=0

para aplicar la propiedad de producto nulo se requiere una expresion algebraica factorizada.

La propiedad del producto nulo, puede ser extendida a mayor nimero de factores, por
ejemplo,

ABC..G=0,siys6losi A=0, B=0, ... o bien G=0

Ejemplo 74 Al aplicar la propiedad del producto nulo a las ecuaciones siguientes, se tiene,

2¢ = 0, el dnico factor que puede ser "0" es x, x =0
z(x—3) = 0, z=0;,2—-3=0&2=3
(x—2)(x—=5) = 0, z—-2=0z=2;2-5=0&2=>5

5.1.1 Resolucién de Ecuaciones de Primer Grado

Una ecuacién de primer grado tiene la forma,
br+c=0,conb#0

donde b y ¢ son ntimero reales.
Para resolver ecuaciones de primer grado se aplica sucesivamente la propiedad de igualdad
de la suma y de la multiplicacién, y recordando los conceptos de opuesto y reciproco.
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Ejemplo 75 Resolver la ecuacion Tx — 4 = 6x + 8.

La solucion de esta ecuacion se presenta con el mayor detalle posible. La idea principal es
aislar la incégnita al primer miembro de la ecuacion al aplicar la propiedad de igualdad de la
suma.

Tt—4 = 6x+8 sumar el opuesto de —4
Tr—4+4 = 6x+8+4 simplificar
Tt = 6x+12 sumar el opuesto de 6x
Tx —6x = 6x+12—6x simplificar
x = 12 solucidn

Ejemplo 76 Resolver la ecuacion 3x —2 =15 (x +4).

La solucion de esta ecuacion se presenta con el mayor detalle posible. La idea principal es
aislar la incégnita al primer miembro de la ecuacion al aplicar la propiedad de igualdad de la
suma.

3r—2 = 5(z+4) efectuar operaciones
3r—2 = b5x+20 sumar el opuesto de —2
3r—242 = br+20+2  simplificar
3x = bx+22 sumar el opuesto de 5x
3z —bx = bx+22-—>5x simplificar
—2x = 22 multiplicar por el reciproco de —2
%256 = % simplificar
x = -11 solucion

O dividir ambos miembros de la ecuacion por —2

Ejemplo 77 Resolver las ecuaciones siguientes.

1. (z—=3)(x+1)=(z—5)(z—2)

(z=3)(z+1) = (z—-5)(z—2)

2 —2—-3 = 22—Tx+10
22 —-3 = —Tzx+10
—2z+7r = 10+3
13
5r = 13=—
v 5
2¢ — 8 3r—5
2. 5=06—
3 4

Para resolver ecuaciones de primer grado que contenga fracciones, se recomienda multi-
plicar ambos lados de la ecuacion por el MCD para eliminar los denominadores y operar
sin fracciones.
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2 — _
v-8 +5 = 6- 3z multiplicar 3 x 4
3 4
2z — 8 3z —95
(3)(4) +5) = (6- (3)(4)
3 4
20 — 8 3z — 5
(3) (4) +5B3)4) = 6B3)(@)-—— 6@
42 —8)+60 = 72— (3xz—5)(3) operar
8r —32+60 = T72—-9x+415 sumar los opuestos
8r+9x = T2+15+32-60
17 = 59  dividir toda la ecuacion entre 17
, o
17 4
Ejercicio 39 Resuelva las ecuaciones siguien- 8. —Ly 18— 6y — 20
tes. 5 5
1 5z 431 =242 g 2 A2z 2
. oT+ 3 =2+ 2x "2 5 3
4 T
2. §$*§+25:2$+2 10. 6z = 4(5x — 2) + 20
3. 6x—T7=2x+29 11 5y—6:_y_9
-5 1 dx+2 2
4- 6 + 27 9 Resolver para x; a, b y ¢ son constantes
diferentes de cero.
5. 6z =4(bx —2)+20
5 1w 7 12. 3ax +b=cr +4
6. = —=—4 -
6" 373756 19 x+a_x—b_2£s
7. 2(z +15) + 3z = 180 + 22 C b a b

5.2 Ecuaciones Cuadraticas

Una ecuacién cuadrética escrita en su forma general es,
az’ +bx+c=0,cona#0

donde a, b y ¢ son niimeros reales, los términos (t) de la ecuacién cuadratica de identifican como

sigue,
az? + bz + c =0
t. cuadrdatico  t. lineal t. constante
resolver una ecuacién cuadrética es encontrar sus raices o los valores de x que satisfacen la
ecuacion.

Las ecuaciones cuadraticas se pueden resolver por cualquiera de los métodos siguientes.
1. Directo

2. Factorizacién

3. Completando el cuadrado

4. Férmula general

El método a elegir depende de la ecuacién a resolver y de la facilidad para aplicar el método.
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5.2.1 Meétodo Directo

Este método se aplica a las ecuaciones del tipo,
ar’ —c=0

al resolver para x se tiene,
ar? =

22 =

2|0

se extrae la raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion,
Va2 = +

+

8
I

frecuentemente para distinguir las soluciones obtenidas se denota cada solucién como x1 y

9, se tiene:
c c
T1=4/— Yy To=—4/—
a a

Ejemplo 78 Resolver las siguientes ecuaciones.

1. 1022 — 20 = 0, resolviendo para x* y extrayendo raiz cuadrada,

20
2

r1 = \/i; T2 = _\/i

La comprobacion se lleva a cabo al sustituir los valores de la incdgnita en la ecuacion

original.
Para x1 = V2
2
10 (\@) —20 = 0
20—20 = O
Para x9 = —\/§

2
10(—v2) =20 = 0
20—-20 =
ambas soluciones obtenidas satisfacen a la ecuacion original.

2. 224+ 9 =0, resolviendo para x* y extrayendo raiz cuadrada,
202 = 9 & o =4+v/-9

esta ecuacion no tiene solucion dentro del conjunto de los niumeros reales. No existe la
raiz cuadrada real de un nimero negativo.
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3. (2z — 7)2 = 0, extrayendo raiz cuadrada y resolviendo para x,

2z -7)?% = +V0
20 —7 = =0
.o T
2

comprobando para x = ;,
7 2
2 =) — =
((z)-7) -

3\? 13
4. <x — 2) = extrayendo raiz cuadrada y resolviendo para x,

3 13
_2 = 42
T3 1

3 13
= —j: —_—

v 2 1

Comprobando
3 13
P == =
ara x 2+ 1
2
3, [13.8) _ 13
2 4 2 T4
2
3. 13 3) _ 13
2 4 2 4
2
13 13
4 T4
3 13
P == /=
ara x 2 4
2
3 [13_3) _ 13
2 4 2 T4
2
3_ /13 3}y _ 13
2 4 2 4

ambas soluciones satisfacen la ecuacion.
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Ejercicio 40 Resolver las ecuaciones siguien- " ( 3>2 + 7 0

tes por el método de directo. T 4 16
1. 422 =13
2. 6(x—1)%*=9 8 (x+3)*=0
3. Ty —20=0
9. —(z+3)?%=9

4. 2% =169
5 (x—2)=6 10. 1222 = 48

3\? 5
6. <x+2> —1=0 11. 12 4+25=0

5.2.2 Meétodo por Factorizacién

Para resolver una ecuacién cuadratica por el método de factorizacién se requiere la forma fac-
torizada de la ecuacién para aplicar la propiedad del producto nulo. Los ejemplos siguientes
aclaran este proceso.

Ejemplo 79 Resolver las ecuaciones cuadrdticas siguientes.

1. Resolver 2 +x —6=0.

La forma factorizada es:
(z+3)(x—2)=0

aplicando la propiedad del producto nulo, se tiene,

r+3 = 0&z=-3
r—2 = 0szxz=2
xr, = -3
Tro = 2

2. Resolver (x +4)(x—1)=6

Un error frecuentemente cometido es considerar que,

(z+4)(z—-1) = 6
(x+4) = 6r=6-4=2
(x—1) = 6r=6+1="7

lo cual es FALSO. La propiedad del producto nulo puede aplicarse solamente cuando los
factores sean iguales a cero. La solucion correcta es obtenida como,

2 +3x—-4-6 = 0
2 4+32-10 = 0
(x+5)(x—2) = 0
r+5 = 0z =-5
r—2 = 0&x=-2
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3. Resolver 4z% — 3z =0
42 =3z = 0o x4z —3)=0
r1 = 0

3
(4 —3) = 0(:)430—3:0(:)30221

4. Resolver Tx —3 — 222 =0

Al reescribir la ecuacion y multiplicar por —1 se obtiene,

2% —Tx+3 = 0
(2 —1)(z—3) = 0

1
2e-1 = 0&ar=3
r—3 = 0&22=3
Ejercicio 41 Resolver las ecuaciones siguien-  10. (x +3)(z —2) =0

tes por el método de factorizacion.
11. (y=3)(y—4) =0

1. 42% — 28z =0 12 22+ —-12=0
2. Tw —22% =0 13. 22% + 4z = 30

3. 222 +5r—12=0 14. 3m?2 —2m =1

4. Tz —3—-222=0 15 42 +2t -2 =0
5. 24a® —2a =15 16. imQ—x—i—l:O
6. a2—§a+%:0 17. 2m?> +m =6

7. x(x+3)=10 18. z(2z+1)=6

8. 2w2:—(7w+3) 19. 22 + 62 = 36 + 62
9. 2z —1)(z—1)=6 20. (x+3)(x—2)=6

5.2.3 Meétodo de Completar el Cuadrado

El método de factorizacién funciona para ecuaciones que pueden factorizarse con facilidad,
cuando no es posible la factorizacion puede aplicarse el Método de Completar el Cuadrado.
El procedimiento trata de obtener un trinomio cuadrado perfecto de un lado de la ecuacion, el
cual es factorizable ficilmente, y del otro lado de la ecuacién los términos constantes.

Ejemplo 80 Resolver la ecuacién x* — 6x — 3 = 0.
El procedimiento siquiente se aplica si a = 1, esto es, el coeficiente que multiplica a z° es 1.

1. Reescribir la ecuacion de la forma siguiente:

22— 6z =3
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2. Agregar a ambos lados de la ecuacion la mitad del coeficiente de x al cuadrado. Esto es,

6\ 2
agregar (2) =9 y simplificar:

22 —6x+9 = 3+9
22 —6x+9 = 12
N————

TCP

3. Factorizar el TCP obtenido del lado izquierdo de la ecuacion:

(z—3)%=12

4. Extraer la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion y resolver para la incégnita:

Eje

1.

r—3 = +V12
T = 3+V12

mplo 81 Resolver la ecuacion 222 +3z —1=0

Ordenando la ecuacion como en el ejemplo anterior y al dividir toda la ecuacion por 2,
para que el coeficiente de x? sea 1, se tiene:

N =

222 + 3z

3
2 —_ =
$+2x

2. Agregar a ambos lados de la ecuacion la mitad del coeficiente de x al cuadrado. Esto es,

13 9 L
agregar (22> =16 y simplificar:
e = 1D
2 16 2 16
L 3,9 11
2 16 16
TCP

3. Factorizar el TCP obtenido del lado izquierdo de la ecuacion:

AN |
4) 16

4. Ezxtraer la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion y resolver para la incognita:

Eje

3 17
e = 34 VI
4 4

mplo 82 Resolver la ecuacion cuadrdtica ax® + bz + ¢ = 0.
Siguiendo el mismo procedimiento de completar el cuadrado, a la forma general de una

ecuacion cuadrdtica, se tiene:
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ar’? +br = —c reescribir la ecuacion
b
2?4+ = < dividir entre a
a a
m2+9:v+ 22 = iQ—E agregar EQ
a 2a B 2a a greg 2a
b2\ 2 b2
(x + 4a?> = 2 g Factorizar el TCP
b2 b2 —4
T+ 12 = =+ Tac extraer la raiz cuadrada
b Vb2 —dac o
r = ——+ ——— resolver para x y simplificar
2a 2a
—b+ Vb2 — 4ac »
r = — solucion.
2a
Ejercicio 42 Resolver las ecuaciones siguien- 7. 322 +6x—-2=0

tes por el método de completar el cuadrado.
8 202 +3x—1=0

1. 22—42-2=0 9
9. 224+ 3x+2=0

2 QyQ—Zy:% 10. 322 —5x—1=0
3. 4% +6x+6=0 11, 2% — 62410 = 0
4. a2—§a+%=0 12. 622 — 12z =3
5. 22-3z—-1=0 18. m* =3 =—m
6. 2+3x4+1=0 14. 3z —4 = 2z

5.2.4 Formula General

La solucién de la ecuacion
ar’? + bz +c=0

por el método de completar el cuadrado conduce a la ecuacién

_ —b=£ Vb —4dac
v 2a
la cual se conoce como Férmula General para resolver ecuaciones cuadriticas. El término
dentro de la raiz cuadrada se conoce como discriminante,

D = b? — dac

de la ecuacién cuadrética, el valor del discriminante identifica el tipo de solucién obtenida, asi
se tiene,

1. Si D > 0, la ecuacién cuadrética tiene dos soluciones reales diferentes.
2. Si D =0, la ecuacién cuadratica tiene una solucién real.

3. Si D <0, la ecuacién cuadritica no tiene soluciones reales.
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Ejemplo 83 Resolver mediante la férmula general las ecuaciones siguientes.

1. 322 =52z +1=0.

Para utilizar la ecuacion cuadrdtica identifique cada término en la ecuacion general, asi
se tiene,
2
3z —=bx+1=0

a=3,b=-5,c=1

luego calcule el valor del discriminante, se tiene que,

D = b —dac
= (-5)°-4(3)(1)
= 13

como D > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales diferentes. Sustituya los valores de
las constantes y use paréntesis para evitar confusiones.

—(=5)£13

(2)(3)
5+ 413

6
5+ v13
6
5—+v13
6

xr1 =

2. 1222 - 172 +6=0

Identificando se tiene
a=12,b=—-17, c=6.

D=(-17)%—(4)(12)(6) =1>0

La ecuacion cuadrdatica tiene dos soluciones reales y diferentes.

— (-1 + V1

(2)(12)

1741

r = —

24
_17+1 3
LT o T
Lo -1 2
27 T4 T3

3. 2024 3x4+2=0

Identificando se tiene

D=3-4)(2)(2)=-7<0

por lo tanto, la ecuacion no tendrd soluciones reales.
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Ejercicio 43 Resolver las ecuaciones siguien- 5. m?=4m—1
tes utilizando la férmula general. )
6. 8x+ 3 =8z
1. 322 =5z +1=0 7. —222 +0.70 = —0.3
2. 1222 - 172 +6=0 8 dr——9222+3
3. 622 —3lz +35=0 9. 212> —4.72 — 62 =0

4. 222 —2—-6=0 10. 1.34a® — 1.1a = —1.02

5.3 Reduccion de Ecuaciones a la Forma Cuadratica
Una ecuacién cuadraitica tiene la forma general,

ar’> + bz +c¢=0

una ecuacién que puede convertirse a la forma anterior y resolverse por los métodos antes vistos,
tiene la forma,

d
2 d
a x +bzx “+c=0
~~ ~—
cuadrético lineal

donde el término cuadritico y el término lineal estdn elevados a un exponente d, particu-
larmente el exponente mayor de la incégnita debe ser el doble del exponente menor de dicha
incégnita y tener un término contante o independiente.

ar®® + bz +c=0

Cuando las ecuaciones cumple con la condicién anterior se pueden reducir y resolver como
una ecuacién cuadratica mediante un cambio de variable.

Ejemplo 84 Identifique si las ecuaciones dadas a continuacion pueden reducirse a la forma
cuadrdtica general.

1. x— 622 —15=0
En principio la ecuacidn tiene tres términos, el exponente mayor de la incégnita x es "1" y
1 1
el exponente menor de la incégnita es 3 esto es, d=1/2 y 2d = 2<2> =1, el exponente

mayor de la incégnita es el doble del menor exponente de la incdgnita. Por lo tanto, la
ecuacion puede reducirse y resolverse como una ecuacion cuadrdtica.

2. —152%2 — 100 + 2% =0
3 ) 3
El mayor exponente de x es "3" y el menor exponente es ”5 " se tiene 3 = 2| = |, lo

2

cual cumple con la condicion. Por lo tanto, la ecuacion puede reducirse y resolverse como
una ecuacion cuadrdtica. Reordenando la ecuacion de mayor a menor exponente de la
mcdgnita, se tiene,

23 —152%% —100 = 0
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3. —xt—1222 -5 =0.

La ecuacion puede reducirse y resolverse como una ecuacion cuadrdtica ya que el exponente
mayor de la incdgnita es el doble del menor exponente de la incégnita. A estd ecuacion se
le conoce como ecuacidn bicuadrdda.

4. 28/5 4 23/> — 300 = 0

) , 3 6
El exponente mayor de la incégnita cumple: 2 (5 =z
La ecuacion puede reducirse y resolverse como una ecuacion cuadrdtica.

5 (m2=2)%—7(m2-2)"? +5=0

Note que el término m?>—2 contiene a la incégnita y aparece elevado a diferentes exponentes,
para visualizar de forma facil cambiamos (m2 — 2) por X, esto es, X =m? — 2, con este
cambio la ecuacion se convierte en,

(m2-2)°—7(m*-2)"? 15 = 0
X3—7X%% 45 = 0

note entonces, que el exponente mayor de la incégnita es el doble del exponente menor,
por lo tanto, la ecuacion es reducible a una ecuacion cuadrdtica.

Ejemplo 85 Resolver la ecuaciones reducibles a la forma cuadrdtica.

1. 2* — 1322 + 36 = 0 (ecuacion bicuadrida)

La ecuacion es reducible a la forma cuadrdtica, el mayor exponente de la incdgnita es el
doble del menor exponente, esto es, d = 2, se define un cambio de variable o incdgnita,
donde la nueva incdgnita, por ejemplo u, sera igual a la incdgnita original (x) elevado al
exponente menor, esto es,

la ecuacion original se convierte ahora en,

22— 1322436 =0<u?—13u+36=0

la cual puede resolverse por los métodos ya revisados. Resolviendo por factorizacion se
tiene,

u? — 13u + 36 0
(u—9) (u—4) = 0

u—9 = 0—u=9

u—4 = 0—-u=4

La solucion en términos de la incégnita original es,

= 9o 2 =95 g =43
= 4o’ =4—g=1+2

la cual tiene 4 soluciones.
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2. 24 —522-36=0

Si el cambio de variable es u = x2

xt — 522 — 36
u? — 5u — 36

(u—"9) (u+4)
u—9

u-+4

en términos de la variable original

9 2=9—>2=43

3. (22 +2)? =822 +2)+12=0

Siu=a’+z

u? — 8u 4 12
(u—2)(u—6)
u— 2
u—06

En términos de la incégnita original,

u =
2?4+z-2 = 0
(x4+2)(z—1) = 0
Ty = —2
xo = 1
U
?+r—-6 = 0
(z4+3)(z—-2) = 0
r3 = -3
T4 = 2
La solucién es, 1 = =2, zo = 1, x3 = —3, x4 = 2.

0—-u=9

0—-u=-4

—4 & 2? = —4 — ¢ = +/—4; no tiene solucion real.

0
0
0—u=2
0—u=6

2o 4r=2

6=2>4+2=6

Ejemplo 86 Resolver las ecuaciones reducibles a la forma cuadrdtica

1. 24 =522 -36=0

Si el cambio de variable es u = x2

at — 52?2 — 36
u? — 5u — 36

(u—9) (u+4)
u—9

u—+4
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en términos de la variable original

u = 9e1’=9sr=43 11 =3, 12 =3
u = —4ez?=—-4—2=+v—4, no tiene solucion real.

La cual tiene solo 2 soluciones reales.

2. x—62/2-15=0

Como se vio la ecuacion puede reducirse y resolverse como una ecuacion cuadrdtica median-

te un cambio de variable, dado por,

U= $1/2

la ecuacion se convierte ahora a una ecuacion cuadrdtica,

W —6u—15=0

al resolverse por formula general, a =1, b= —6, c= —15
D = b —4ac
= (=6)" —4(1) (~15)
= 96
luego,

—(—6)£v96 6++/16x6
2(1) N 2

6:|:24\/é_3i2\/6

u =
la solucion en términos de la variable original es,
2?2 =3+2V6

elevando al cuadrado ambos términos de la ecuacion,

¢ = (3i2\/6)2

las soluciones som,

T = (3—}-2\/6)2
Ty = (3—2\/6)2

3. (m2—2)%—7(m2-2)"?+5=0
Si Z =m?—2,
Z3 1732 +5=0

la ecuacion es reducible a una ecuacion cuadratica con el cambio de variable U = Z3/2,

U?—7U+5=0
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al resolverla por formula general, con a =1, b= =7, c =5.

D = b —4dac
= (-71)°-4(1)(5)
= 29

luego,
_TEV29
2

U

la solucion en términos de Z,

7302 _ 7429
2

2
elevar toda la ecuacion a la potencia 3’

<Z3/2)2/3 _ <7i @)2/3

2
(m@)m
z = (==

la solucion en términos de la variable original,

2/3
) <7i\/29>/
m? 2= (=

resolviendo para m,

2

2/3
m = =+ 2—|—<7i2\/®>

2/3
2 o~ oy (H@>

las soluciones som,

2/3 2/3
7429 7— /29
mp = |2+ <+> =2318; mo=4|2+ () = 1.693;

2 2
2/3 2/3
7+29 7T—+/29
ms = —i|2+ <+2> =—2318; myg=—4|2+ <2> = —1.693.
Ejercicio 44 Resolver las ecuaciones re- 3. x* —5x2—-36=0

ducibles a la forma cuadrdtica.

4. 6w—13/w+6=0

4 2 —
1. 2+ 10z +14 =0 5 (2x2—5x)4—(2x2—536)2—6:0

4 2 _
2. x 13z +36 =0 6. 2% — 322 — 3 =0
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5.4 Ecuaciones con Valor Absoluto

Si z es un nimero real, entonces el valor absoluto de x se define por,

x si x>0
o] = —x si <0

La definicién de valor absoluto se aplica de igual forma para resolver ecuaciones que involucre
el valor absoluto.

Ejemplo 87 Resolver

4

7
El valor de la expresion algebraica <x — 4) puede ser positivo o negativo.

7
Si el valor de (1: — 4) es positivo, entonces

o . 7 iy
esto es, se debe multiplicar por (—1) para convertir el valor de (LU — 4) en positivo.

Por lo tanto, se tiene dos ecuaciones de primer grado a resolver,

. 7 S 0 ; 7T 1
$iT— 7 entonces & — -+ = -
. 7 < 0 y 7\ 11
$iT— o entonces T =7
resolviendo la primera ecuacion,
711
YT 4
_u, 79
T U 1T
para la sequnda,
7 11
=L ) = =
4
7 11
T—- = ——
4 4
11 n 7
r = —— 4+ -
4 4
z = -1
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. 9 . L
Comprobacion para x = 5 en la ecuacion original,

9 7 1
g -
11 11

‘4 T4
11
4 4

para x = —1

7 11
R
11 11

4 - 4
—11 11
<4> _u
11 11
1

Ejemplo 88 Resolver |3z + 4| =8
De la misma forma planteada anteriormente, directamente, las ecuaciones a resolver son,

st3x+4 > 0 entonces3xr+4=38
si3x+4 < 0 entonces —(3x+4) =8

4
3x+4:8<:>x:§
—Bz+4)=8x=-4

Ejemplo 89 Resolver |2% — 4| =z + 2
De la misma forma planteada anteriormente, directamente, las ecuaciones a resolver son,

siz2—4 > 0 entonces 2> —4=1x+2

siz?—4 < 0 entonces —(x2—4):x+2

la primera ecuacion se resuelve,

2?4 = 142

?—2-6 = 0
(r=3)(x+2) = 0
z—3 = 0ez1=3
r+2 = 0&x9=-2
Comprobacion para x1 = 3
32 —4] = 3+2
5 5
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5. Ecnacion Algebraica

para r1 = —2

vt

La sequnda ecuacion se resuelve,

—22+4 =
0 p—
0 pr—
x+2 =
r—1 =
la comprobacion para o =1
14
=3
3

—242

z+2
2 +a—2

(x+2)(x—1)
0 21

0< 29

Se tiene entonces que la soluciones encontradas son aceptadas.

Ejercicio 45 Resolver las ecuaciones siguien-
tes.

1 |Tx 4 2] = -2
2. |3e— 7] < 2
3. |3z +4] <8

4. |22y —1.1| =5.5
2—3x

5. > 2
‘ 5 -

1 7
6. |=—3p| < =

5.5 Conjunto de Nimeros Complejos (opcional)

Sea la ecuacion

al resolver se tiene,

T

la cual no tiene solucién real, puesto que el

cuadrado de cualquier nimero real es positivo, asi

los niimeros negativos no tienen raices cuadradas reales.
Este tipo de ecuaciones, sin embargo, tiene solucién en el Conjunto de Nimeros Complejos
(C) donde se define ¢ como la unidad imaginaria, tal que,

7::

o también,

V-1

i?=—1

es decir, un artificio matemé&tico que le permite a un nimero negativo tener raiz cuadrada.
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Ejemplo 90 Resolver 22 +9 = 0.
Al resolver se tiene,

2 = -9

r = i\/TQ
= £V/9v/-1
= =+3i

comprobando la solucion se tiene, para x = £3i

(£3i)° +9 =
9i+9 =
9(=1)+9

o O O

5.5.1 Introduccién a los Niimeros Complejos
Los nimeros complejos es un conjunto (C) que contiene elementos de la forma,
a—+bi
donde a y b son niimeros reales. Un niimero complejo esta formado por una parte real (a) y

una parte imaginaria (b); el conjunto de nimeros complejos es un conjunto mds amplio que el
conjunto de los niimeros reales, se tiene entonces que,

Ejemplo 91 FEjemplos de niimeros complejos.
La parte real de un nimero complejo la identificamos como "a" y la parte imaginaria como
v asi tenemos.

1. 3i, parte real a = 0; parte imaginaria b = 3.(nimero imaginario puro)
3 3
2. 2——-i,a=-2,b=-.
42, a s 1
3. —m—V2i,a=—-7m,b=—2

4. =20, a = =20, b =0 (un ndmero real es un nimero complejo con parte imaginaria igual
con cero).

Los nimeros complejos se identifican mediante variable compleja, z,
z=a+bi

donde z representa un nimero complejo.
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Operaciones Elementales en C
Sea z1 y z2 nimeros complejos, dados por,
z1=a+bi y zz=c+di
entonces se tiene las operaciones elementales siguientes:
1. Igualdad de nimeros complejos,
zZ1 = 22

si y sélo si, las partes reales de ambos nimeros complejos serdn iguales y sus partes
imaginarias correspondientes también sean iguales, esto es.

z1=1z9,siys6losi,a=cyb=d

2. Suma

z21+20 = (a+bi)+ (c+di)
= (a+¢c)+(c+d)i

sumar las partes reales de cada niimero y sume sus partes imaginarias respectivas.
3. Resta
21—z = (a+bi)— (c+di)
= (a—c)+(c—d)i
reste las partes reales de cada nimero y reste sus partes imaginarias respectivas.

4. Multiplicacién

2172 = (a+bi)(c+ di)

= ac+ adi + bei + bdi?
ac+ (ad + be) i+ bd (—1)
= (ac—bd) + (ad+ bc)i

5. Divisién B
21 21 22

Z2 2 Z2
donde Z3 es el conjugado complejo del denominador, esto es, si

zo=a+bi

su complejo conjugado es,
Zo=a—bi

asf la operacién es,

21 (a+bi) (c—di)
29 (c+di) (c—di)
ac — tad + ibc + bd
4 d?
(ac+ bd) + (ad + bc) i
2+ d?
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note que el producto de 22 por su conjugado complejo, Z3, resulta en una suma de cuadra-
dos, esto es

2929 = (a + bl) (a — bZ)
22

a? + v?

Ejemplo 92 Operaciones fundamentales con nimeros complejos. Sea z1 =3 — 2t y zo0 =4 — 51

1.

2.

3.

42 =03-2)+@—-5)=T7-"Ti
2 — 2= (3—2i)— (4—5i) = —1+3i
2120 = (3—2i) (4 —5i) =3 (4 —5i) — 2 (4— 5i) =2 — 23i

s om Z (3-20) (4+5) 247 2 T

w2z Zo (4—&')'(44“5@')_16+25_H+41Z

Ejemplo 93 Potencias de niimeros complejos

(V=3) =v=1v3=iV3

V=16 = /=116 = 4i

(V=3) (V73) = (1v5) (1v3) = V53 = VT3

Nota: La propiedad de los nimeros reales,

sélo se cumple cuando ambos nimeros a y b son positivos, no se cumple cuando ambos
son neqativos.

Ast lo siguiente es FALSO
V=2v/=8 =/(-2) (-8) = V16 =4

es importante escribir la raiz cuadrada de un niumero negativo en términos de la unidad
imaginaria. Como se presenta,

(V=1v2) (V=1v8) = (iv2) (iv8) = 2Vi6 = 4.

Ejemplo 94 Resolver la ecuacién 2z + 3x + 2 = 0 y comprobar.
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5. Ecnacion Algebraica

Note que D = b%> —4dac = 32 —4(2) (2) = =7 < 0, por lo tanto, la ecuacion tendrd soluciones
complejas.

202 +3x+2 = 0

2% +3z = —2
x2+gx = -1
x —1—351:—i-g = —1—|—g
16 16
3\* 7
(“4) - 16
3 7
Ty 16
3 7
S S VT
3 T =3+iV/T
r = ——++—= ———
47 4 4
Z\f

comprobacwn para xr = —Z + —

3 T 3 T
2(—4+4> +3<—4+4>+2 =0

2

|\ () () (zf%(if)? G ERL

por lo tanto, ambas soluciones satisfacen la ecuacion.
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Ejemplo 95 Comprobar que x = 1/3 es una solucion de,

1 1
+ =1
20 +Vx2 -1 2zx—+vVaz-1
Sustituyendo en ecuacion,
1 1
2 + 2 =1
1 1 1 1
2(3)+y () -1 2(3) V() -1
1 1
> A2 N =1
R i Ry g |
3+ 9 3 9
1 1
+ =1
2[5 2 [
3 9 3 9
2—@'\/§ + —1—1\/g
3 9 3 9
=1
2

suma de cuadrado

2,\/§+2+_8
3 - "Vo T30 .

I
—t
Wl kool
I
—

5.6 Ecuaciones con Radicales

Una ecuacién con radicales contiene a la incégnita dentro del radical. Para resolver este tipo de
ecuaciones seguimos la misma idea, aislar la incégnita, para esto es necesario primero aislar un
radical que contenga a la incégnita, luego elevar la ecuacién a la potencia que indica el indice
del radical.

Ejemplo 96 Resolver ¥/x —2 = 0.
El procedimiento es el siguiente:

Jr—2 = 0  aislar el radical
Jr = 2 elevar a la potencia que indica el indice del radical.
(\5/5)5 = 2°  Simplificar
r = 32 solucion
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Ejemplo 97 vV +6 =1z

Vi¥E =
(Va+6)° =
T+6 =

22—z —-6 =
(z4+2)(z—3) =
z+2 = 0 x=-2

z—3 = 0&x=3

S O 8 8 8

es importante comprobar las soluciones obtenidas en la ecuacidon original.

Para x = —2:
V=246 = -2
Vi = -2
2 = =2 (Rechazada)

Para x = 3:

V3+6 = 3
3 = 3 (Vilida)

Ejemplo 98 Resolver —v/z +1—+v2+6++Vx+22=0

El procedimiento es el siguiente:

1. Aislar un radical,v/z +22 =V + 1+ +6

2. Elevar al cuadrado, (\/:c + 22)2 = (\/:c +14+Vz+ 6)2

(A+B)?=A24+2AB+B?

3. Efectuar operaciones y simplificar,

r+22 = (Ve+1) +2Va+ Vo +6+ (Vo +6)°

z+22 = z+14+2vVe+1vVer+6+x+6
15—z = 2y/(x+1)(x+6)

2
4. Elevar al cuadrado (15 — z)* = (2 (x+1)(z+ 6))

5. Efectuar operaciones y simplificar

z? — 30z + 225 4(z+1)(z+6)
22— 30z +225 = 42°+ 28z + 24
322 +58x — 201 = 0

6. Factorizar 322 + 58z — 201 = 0

322 +582—201 = 0
922 + 58 (3z) —603 = 0
(Bz+67)(3x—9) = 0

(x3)
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7. La solucion es,

67
Bz +67) = 0ew=—7

3z—9) = 0<x=3

8. Comprobacion, para © = —67/3, note que el término vz + 1 de la ecuacion original es
negativo, por lo tanto x = —67/3 no es solucion real de la ecuacion.

Para x =3

—V3+1-V3+6+V3+22
V4 —V94+25
—2-3+45 =

por lo tanto, la dnica solucion real para la ecuacion:

Ve+1l+vVer+6—-—+vVz+22=0

esx =3.

Ejercicio 46 Resolver las ecuaciones con rad- 9. Va3 +4a2 422 +1=a+1
icales siguientes.

V3 —4dx = —2x
2. V622 —bx—2=0

10. =3y +2=0
11. VJx—4+x =16
12. Ve =243z —1=+5

~

’ _x+5_1_2@ 18 Vard=vz—7T-1

R Ty U VETT=VETA-L

5 Vu—2—(u+3)"?4+1=0 15 2 —Vo+T7=-1

6. Vw+1—\2w—5=—1 16. (a2 —2—5)"" =1

7. (% — 62 +20)* =3 17 VPt a2 —3r+9=a+1
8 Va3 14=3 18. Ve +6+v2r +5=3

5.7 Ecuaciones con Fracciones

Una ecuacién con fracciones es una igualdad entre expresiones algebraicas, en la que al menos
se tiene un término racional, y en la cual la incégnita se encuentre en el numerador, en el
denominador o en ambos, por ejemplo en la ecuacién siguiente,

r+3 xx—3 5
z—3 + z+3 2

es importante determinar el valor o valores de la incégnita para los cuales las expresién racional
no este definida, ya que estos no serdn solucién de la ecuacién original.

Para resolver ecuaciones con fracciones seguimos el procedimiento hasta ahora impuesto,
aislar la variable; para aislar la variable es necesario convertir la expresiéon con fracciones a una
expresién sin denominadores, la forma mas simple es multiplicar toda la ecuacién por el MCD,
recuerde que el MCD estd formado por los factores comunes y no comunes de mayor potencia
de los denominadores.
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Ejemplo 99 Resolver
z+3 -3 5

x73+x+3:2

Los denominadores x — 3 y x + 3, no deben tomar el valor "0". Por lo tanto, x # 3 o x # —3;
st cualquiera de estos dos nimeros se encuentran en la solucidn, entonces la ecuacion original
no tiene solucion.

Multiplicando toda la ecuacion por el MCD: 2 (x — 3) (x + 3), multiplicando cada término y
simplificando,

z+3 z—3 5
MCD MCD MCD

2(x+3?2+2(x—-3)?% = 5(x—3)(x+3)

note que al multiplicar por el MCD en cada término se cancelan los factores comunes, operando
y simplificando se tiene,

202 + 122 + 18 + 222 — 122 + 18 522 — 45
472 +36 = 52— 45

8l—z2 = 0
r = =9
Comprobacion, para x =9
9+43 9-3 5
- 4+ = =
9-3 943 2
2.6 _5_5_5
6 12 2772 2
para x = —9
—9+3+—9—3 B §
-9-3  —-9+3 2
6,12 _ 5 _5_5
-12 -6 272 2

Se tiene que x = £9 es solucion de la ecuacion original.

9 3 1-32
Ej lo 100 Resol =1
jemplo esoverm+5+$_2+(x_2)(x+5)

ElMCD es (x+5)(z —2), al multiplicar cada término de la ecuacion por el MCD.

9(x—2)+3(x+5)+1-3z = (z—2)(z+5)
9z —18+3z+15+1—-3z = 22>+3z—10
92 -2 = 2?43z —10

0 = 2>—6z—38

resolviendo la ecuacion mediante el método de completar el cuadrado se tiene,

22 —6z = 8
22—6x+9 = 849
(x—3)? = 17

r = 3+V17
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al llevar a cabo la comprobacion, para x = 3 + /17,

(3+\/ﬁ>2—6(3+¢ﬁ)
26 + 6v17 — 18 — 6v/17
parax:3+m,

(3—\/ﬁ)2—6(3—¢ﬁ)
26 — 6v/17 — 18 + 6V/17

por lo tanto, ambas son soluciones de la ecuacion.
x
+vVr—2=>5.
v —2

ElMCD es/x — 2, asi se tiene,

X
T+x—2

(22 — 2)*

42 — 33z 4 54

4z —9) (z —6)

Ejemplo 101 Resolver

4 —9
z—6

9
Comprobacion: para x = 1

=] ©

| ©
|
v

= &

Paraxz =6

6
——+V6-2
V6 —2

6

— + V4

V4
342

5

8 8=28

5vVr —2
MCD
S5V —2
25 (x — 2)

0=

O x| ©

Oz

Il
ot

la solucidn de la ecuacion es v =9/4 y x = 6.
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1 1
Ejemplo 102 Resolver + =1

20 +vVa2 -1 20—+ -1
Multiplicar por el MCD: <2m + Va2 — 1) (237 — V2 — 1>,

(2:1:4—\/ )(23:— 2—1)(2x+\}x27_1+2x_\}$27_1:1)

<2$—\/$2—1)+<2m+\/x2—1) - (2m+\/ )(Qx—\/ —1)
binomios conjugados
9 2
2r+2r = (22)° — ( $2—1>
dr = 42? — (x2 — 1)
4 = 3241
Bz—1)(z—1) = 0

1
Jr—1 = 0= 3
z—1 = 0&ezx=1
1
comprobando, cuando x = = el término Va2 — 1 de la ecuacion original es negativo, por lo
tanto, estd no es solucion real de la ecuacion.
Para x =1
1 1
+ =1
2(1)+v12—1  2(1)—+vV12-1
1 1 _ 1
240 2-\0
1 . r 1
2 2
por lo tanto, x = 1 es la unica solucion real de la ecuacion.
Ejercicio 47 Resolver las ecuaciones con e 2 _ é —4
fracciones siguientes. r+3 oz
3 6 7
6 8_ =
1. k2+%—2—0 17u+1+u u—2
4—u U
2t +1 t 9 ——=—+42
2. i - =-1 4 — y? u—2+
t—2 t+1
U 3 u+4
3z 4 24 10. — =
: = 1-— 2.1 2 1
I x—2+x+2 2 —4 “ou (u+1)
2 z+1 1—=2
3 2z 7 11. + =
= — — P 2
4. 932—1+m+1 3 5(x—-2) 4-=z x4+ 2
5'1_£_?:0 z+3 r—2 (z+43)(z—-2)
3 Y 27 2
v 2z — 1 y—2 7 y2-y—2
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T+2 x-—2
-2 42 2

14.:6—:7
x+2+1 3
T —2

124



Capitulo 6

Desigualdades

Una desigualdad es similar a una ecuacién, sélo que en lugar de tener un signo de igualdad se
tiene uno de los siguientes simbolos: >, <, > o < . Por ejemplo, en la desigualdad,

3(z—1)>2

el interés es encontrar los valores de la variable  que satisfagan la desigualdad. Al contrario de
lo que ocurre al resolver una ecuacién, una desigualdad por lo general tiene infinitas soluciones,
los valores que puede tomar la variable se encuentra en un intervalo en la recta numeérica.

Por ejemplo, la solucién de la ecuacion,

3(z—1)=2

5
es © = —, este valor se representa en la recta numérica por un circulo rrelleno,

. wlot

por lo contrario, para la desigualdad,

3(z—-1)>2
. . b} ,
los valores que satisfacen a la desigualdad son = > 3’ esto es, valores de x que estén a la

5
derecha de 3’ incluyendo este valor. Algunos valores de variable x que satisfacen la desigualdad.

T = 2:3(2—1)>2<:>2_2
= 2232-1)>2&3>2
= 536-1)>2&12>2
= 7:3(7T-1)>218>2

5
En notacién de intervalo, la solucién de estd desigualdad es [3, oo>, ambas formas de escribir
la solucién de una desigualdad son equivalentes, esto es,
> o =4 o
x> - —,00
-3 3
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la representacion gréfica de la solucion de esta desigualdad es,

3
3
— @

la linea gruesa denota que los valores de x que satisfacen la desigualdad se encuentran a la
derecha.

El procedimiento para resolver una desigualdad es parecida a la resolucién de una ecuacién,
tomando en cuenta las propiedades de las desigualdades.

6.1 Propiedades de las Desigualdades

Si A, B y C son expresiones algebraicas, se tiene las propiedades (P) siguientes.

P1.

P2.

P3.

SiA>B& A+C>B+C:

al sumar o restar el mismo valor a ambos lados de una desigualdad, se obtiene una de-
sigualdad equivalente. Por ejemplo, para la desigualdad

S5 —3 > 3x
sumando a ambos lados de la desigualdad 3,

5r—3+3 > 3xr+3
5c > 3x+3

restando a ambos lados de la tltima desigualdad 3z,

S5r—3x > 3z+3—3z
20 > 3

SiC>0,A>B«s AC > BC:

al multiplicar (o dividir) a ambos lados de una desigualdad por un valor positivo, se obtiene
una desigualdad equivalente que conserva el sentido de desigualdad. Por ejemplo, si a la
desigualdad,

2x >3

1
se le multiplica por 5 o equivalentemente se divide entre 2, se tiene

2

— > - x>
5 = =

[\ V]
| W

SiC<0,A>Bs AC < BC:

al multiplicar (o dividir) a ambos lados de una desigualdad por un valor negativo, se
obtiene una desigualdad equivalente con el sentido de desigualdad cambiado. Por ejemplo,
si a la desigualdad

—4x > 2

1
se multiplica por — o se divide entre —4, se obtiene,

—4x 2
- S R
—4 —4
1
z < —=
2
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P4. Si A >0y B > 0, entonces,

11
A<Bo —>—
SPeq=3

al obtener el reciproco en una desigualdad que contiene valores positivos, el sentido de la
desigualdad cambia. Por ejemplo, si A =2 y B =5, ambos positivos, se tiene,

2<5«

1
> -
)

N | =

P5. Si A< By C < D, entonces,
A+C<B+D

las desigualdades se pueden sumar (o restar), siempre cuando ambas desigualdades tengan
el mismo sentido. Por ejemplo,

4>2 y 9>6
entonces, sumando ambas desigualdades, se tiene

449 > 2+6
13 > 8

6.1.1 Resolucién de Desigualdades

Para resolver una desigualdad utilizamos las propiedades dadas anteriormente para aislar la
variable, tratando de encontrar una desigualdad simple y equivalente. Resolver una desigualdad
significa encontrar un intervalo, una interseccién o unién de intervalos en los cuales la variable
cumpla con la desigualdad. En este capitulo se dan a conocer los procedimientos utilizados para
resolver desigualdades algebraicas lineales y no lineales con una sola variable.

Resoluciéon de Desigualdades Lineales

Una desigualdad lineal tiene la forma,

ar+b>0
donde a y b son numeros reales con a # 0. El simbolo de la desigualdad puede ser <, > o <.

Al resolver la desigualdad se tiene,

axr+b—b>0—0b Sumar el opuesto de b.
ax > —bsia>0 Dividir entre a.

T > —— Solucién en notacién de desigualdad.

Ejemplo 103 Resolver las desigualdades lineales siguientes.

1. 3z+2<17

La idea principal al resolver una desigualdad es aislar la variable de un lado de la desigual-
dad al aplicar sucestvamente las propiedades mencionadas anteriormente.

3r+2—-2<17—-2 Sumar a ambos lados el opuesto de 2.
3xr <15 Dividir entre 3.
<5 Solucion en notacidn de desigualdad.
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la solucion en forma de intervalo:
z<5& (—0,b)

la solucion grifica es,
<5

S e
5
3
2. ga: +3>3x—-5
El procedimiento paso a paso es,
%m +3-3>3x—-5-3 Sumar a ambos lados el opuesto de 3.
3 S
gx >3z — 8 Simplificar.
3
—r—3x>3x—8— 3z Sumar a ambos lados el opuesto de 3x.
12
—gm > —8 Simplificar.
-5 12 -5 o —12 ) . .
55} —gx < =8 0] Multiplicar por el reciproco de = cambiar el sentido de la desigualdad
40 L
x < 2 Simplificar.
- 10
< —
3

la solucion en forma de intervalo:

<1O<:> 10
T < — —00, —
3 "3

la solucion grifica es,

£<10/3
10/3
3. =3z +2<17
El procedimiento es,
3 < 17-2
3z < 15
S 15
T _-°
- 3
x > -5 —-b5H<«x

la solucion en forma de intervalo:

-5 <z & [—5,00)

la solucion grifica es,
—5<z

— @
-5
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4.3(1—22) < —2(z+3)+4

3—6x < —2x—-6+4+4
3—6x < —2zx-2
—6z+2z < —-2-3
—4xr < =5
x > § = § <z
4 4
la solucion en forma de intervalo:
§ < T <= é o0
4 4’
la solucion grifica es,
o 5/4<x
5/4

5.6 < —3(2z—4) < 12.

Este tipo de desigualdad equivale a dos desigualdades, estds son:

6<-3(2zx—4)

6<—3(20—4) < 12:
32z —-4) <12

las cuales pueden resolverse separadamente o en forma simultdnea. Al resolver simultdnea-
mente, aislamos la variable al centro de la desigualdad, aplicando las propiedades a la
derecha, al centro y a la tzquierda. El procedimiento es,

6<-32zx-4)<12
efectuamos operaciones en el centro
6 < —6x+12 <12
sumamos —12, a la izquierda, al centro y a la derecha de la desigualdad,
6—-12<—-6x+12-12<12—-12

dividimos entre —6, a la izquierda, al centro, a la derecha de la desigualdad, y cambiando
el sentido de la desigualdad,

—6

1

—6x <0

<
> x>0

generalmente se escriben las desigualdades con el sentido apuntando hacia la izquierda, la
solucion es,

0<z<1e(0,1]

la solucion grifica es,
0<z<1

®
0 1
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2z — 3

6. 3< <7

Resolviendo,

2¢—3
5

5 <2x53> <5(7)

2e —3 <35

2 —-3+3<354+3
2r <38  +(2)
Tz <19

<7 (x5)

ot
—~
w
=
IN

15+3
18
9

VAN VAN VANRPVAN

la solucion en forma de intervalo:
9<z<19<09,19)

la solucion grifica es,

P 9<z<19
9 19
Ejercicio 48 Resuelva  las  desigualdades  11. 5(2h —6) —T7(h+7) > 4h

dadas.
12.7T4+3y>2(y+3)—2(-1—y)
1. 5—4m + 8 —10n < 20

9 — 3 18. 3x+4>2(x+3)+x

2. 3 <7

14.3-3(y—2)<13-3(y—6)
3 <2x—15
LT

3 15. (k+4)—2(k+6)>5(k+1)—1

4. 97+ 15> 244 10r

16. 3z +2 <17
5. 6p—2<3p+12

17.3(1—22) < —2(x +3) +4
6. 4y +2 < 8y — (6y — 10)
7 e <ir 18. 6 < —3(2z —4) < 12

4 -2z

8 3(x—2)—8x <44 19. 7 < —x—2
9.31¢—14>1.3¢+6.7 op 3

20. 3 < <7

10. =5 (k+4) > 3 (k —4)

Desigualdades con Valor Absoluto

Para resolver desigualdades que involucran valor absoluto, hacemos uso de la definicién,

T si >0
2| = ,
—x si <0
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7' 11
r——| > —

Ejemplo 104 Resolver 1127

El valor de la expresion algebraica <x - 4> puede ser positivo o megativo, esto se indica
como,

SN
&

|

I
AN
o

7

7
Si el valor de <x - 4> es positivo, entonces

7
esto es, el valor absoluto es el mismo. Si el valor de <:1: - 4> es negativo, entonces

o . . 7 iy
esto es, se debe multiplicar por (—1) la expresion para convertir el valor de <m — > en positivo.

Por lo tanto, se consideran los dos casos, y se tiene dos desigualdades a resolver ,

7 7 _ 11
siw—z > Oentoncesx—ZZZ

7 7 11
si:z:—z < 0 entonces —<:1:—4> ZZ

resolviendo la primera desigualdad,

T 1
A 1
1= 7
LT
. m 7
= 1
18 9
> 2=
=Ty

para la sequnda desigualdad,

—(x—z) > 1741 (1)

1
T — g < - 1 cambiar el sentido de la desigualdad.
< 11 n 7
x -4t
4 4
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la solucion se encuentra en dos intervalos diferentes y no hay interseccion de ellos, en notacion

de intervalo la solucion es,
9
(=00, —1]U 30>

graficamente esta unidn de intervalos se puede ver de forma simple como,

r<—1 9/2<z
®

~1 9/2
Ejemplo 105 Resolver las siguientes desigualdades con valor absoluto.

1 |Tx+2[>2

Se tienen que resolver dos desigualdades, estas son,

Tc+2 > 2 7x>0
r > 0e0<zx
0 < z4(0,00)

4
—(Tz+2) > 2®7x+2<—2©$<—?

< 1 = 1
T —= —00, — =
7 T

la representacion grifica de ambos intervalos es,

r<—4 T
<—4/7 o o=
—4/7 0

la solucion se encuentra en dos intervalos diferentes sin puntos en comin, la solucidn en
notacion de intervalos es,

4 4
O<z, z< A (0,00) U <—oo,—7>

2. 15-2x| <9
5—2z < 9& -22<9-5
—2r < 4 2x<4
x > —2&[-2,0)
—2<x
— e —
-2
—(5-22) < 9& 22> 14
x < T& (=007
<7
7

la interseccion de ambos intervalos es la solucion. Su representacion grifica es,

—2<x<7

-2 7
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3. 3la| +2<17

3l < 17-2
3lz] < 15 (+3)
2| < 5
se tienen que resolver dos desigualdades
r < b (—o0,b]
—x < b&x>-5
-5 < z&[-5,00)

—5<z <5 [-5,5]
4. 3< |z +1|<7
3<|z+1]<7
esto significa resolver dos desigualdades simultaneas, la primera con el valor de (x + 1)

positivo,

3 < (z+1)<To2<z<6
2<2<6
2 [26] ¢

en la seqgunda desigualdad se considera el valor de (xz + 1) negativo, de tal forma que al
quitar las barras de valor absoluto de la expresion (x + 1), se multiplica por —1, como se

ndica,
3 < —(x+1)<7
-3 > z+1>-7
—4 > z>-8
-8 < <-4
R <

-8 [_8>_4] —4

se tienen dos intervalos separados sin valores em comin, por lo tanto la solucion se en-
cuentra en la union de estos dos intervalos, en forma grifica se tiene,

[2,6] U [—8,—4]:
—8<w<—4 2<2<6
e e @
-8 —4 2 6
Ejercicio 49 Resuelva las siguientes desigual- 5. 22 —-1] >3
dades.
6. 3|lz|+2<17
L. 2z +5] <4 7. 160 —5| >4z +7
2. |7z +2)>2 8. [3e—17 <2
3. [3x+4|=8 9. 3z +4| <8
4. 15— 2z <9 10. 2.2y —1.1] = 5.5
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" ‘2—333 S 4. |z —1] < -2
15. |z +2| > -2

12, |1 gy < T

g TP <3 16. |z 42| > 2

13. |z —3| <7 17. 3< |z +1| <7

6.2 Desigualdades no Lineales

6.2.1 Desigualdad Cuadratica

Una desigualdad cuadrética tiene la forma general,

ar’? +br+¢>0

donde a, b y ¢ son nimeros reales con a # 0; el simbolo en la desigualdad puede ser >, <, 0 <.
La forma factorizada de una desigualdad cuadrética es,

(pr+7r)(qgz+s)>0

esta forma es preferible sobre la forma general, ya que el analisis de los signos es mds facil de
realizar. La desigualdad anterior establece que los valores de la variable deben ser tal que el
producto de los factores sea positivo o cero; se establece de forma simple que el producto de los
dos factores es positivo cuando ambos son positivos o cuando ambos son negativos, los valores
de la variable que hacen que el producto de los dos factores sea cero se encuentran de forma
rapida al resolver la ecuacién cuadratica.

Para resolver este tipo de desigualdades es importante determinar los valores de la variable
donde la desigualdad sea cero, este valor se conoce como wvalor critico.

Ejemplo 106 Resolver 222 —8 > 0

1. Al resolver desigualdades cuadrdticas es recomendable tener las formas factorizadas de las
desigualdades, asi se tiene,

202 —8>0e2(x—2)(z+2)>0
los valores criticos se encuentran al resolver la ecuacion,

2(r—2)(x+2) = 0

(x—2) = 0—x=2
(x4+2) = 0—-x=-2
la desigualdad es cero cuando la variable toma el valor critico, cuando © = 2 y x = —2;

la desigualdad es positiva cuando ambos factores son positivos o ambos son negativos. Un
procedimiento simple para analizar el comportamiento es el siguiente.

Los valores criticos colocados en una recta numérica, dividen a la recta en tres intervalos,
dados por:
(—00,—2] | [—2,2] | [2,00)
-2 2

se debe determinar el signo de cada factor y el signo del producto en cada intervalo. Esto
se hace de forma sistemdtica por medio de la tabla de signos, los encabezados de la tabla
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son los intervalos en que se divide la recta numérica, incluyendo los valores criticos, la
primera columna tiene los factores de la desigualdad. Se determina el signo que tiene cada
factor en el intervalo dado mediante un valor de prueba, lo inico que interesa es el signo
que resulta y no tanto su valor, la tabla de signos correpondiente es,

x r<—-2|-2|-2<z<2|2|2<zx
2(z —2) - - -
(x+2) - 0 + +
2z —-4)(x+2)>0 + 0 - 0
cumple st st no st st

Ejemplo 107 En la tabla de signos se encuentra los intervalos que satisfacen la desigual-
dad,la solucion es,

T < —2Z,r=-2&2< -2
r > 2;x=2&x2>2

la solucion en notacion de intervalo y la solucion grifica es:

x < =2;2<z%& (—o0,—2|UJ[2,00)

r<—2 2<zx
® ®
-2 2

Ejemplo 108 Resolver (x —1) (2 —z) (xz + 3) <0.
Aunque estd no es una desigualdad cudrdtica, el proceso de solucion es similar, ya que se
tiene la forma factorizada, los valores criticos se encuentran al resolver la ecuacion,

(r—1)2—2)(z+3) 0
(zr—1) = 0—zx=1
2-z) = 0—-2x=2
(x+3) = 0—2z=-3

En los valores criticos la desigualdad se cumple, el producto de los tres factores es cero. Los
valores criticos dividen la recta numérica en cuatro, el andlisis de los signos se indica para cada

intervalo.
(—00,—3] | [=3,1] | [1,2] [2,00)

D))=+ -3 ()= 1 (= 2 (HEH)=-

Note que los intervalos en los cuales el producto de los tres factore es negativo son:

3 < 2<1e[-3,1]
x > 2<[2,00)

Ejercicio 50 Resuelva las siguientes desigual- 3. (x+3)(x—5)<0

dades. ) 19 _,
1. 22 — 52> —6 "r—6
2. 2242 -8<0 5. 222 -9<3g
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6.2.2 Desigualdades Racionales

Una desigualdad racional es un cociente de expresiones algebraicas, esto es, tanto el nimerador
como el denominador son polinomios. Un ejemplo,

3zt + 523 — 622 + =z >0
Ozd —4x3 4+ T2 +2 -2~

el simbolo en la desigualdad puede ser cualquier otro. En el andlisis de las desigualdades
racionales se prefiere las formas factorizadas y simplificadas, el andlisis se lleva a cabo de forma
simple. Sea la siguiente desigualdad racional en su forma factorizada,

(z+p)(x—q)
(x—7)(z+s) 20

se determina que la desigualdad es cero cuando el numerador es cero y el denominador
diferente de cero; por otro lado, la desigualdad se indetermina cuando el denominador es cero no
importa el valor del numerador. Los valores que hacen la desigualdad sea cero o se indetermine
se conocen como valores criticos.

r—3

Ejemplo 109 Resolver >0
T

El valor critico que hace que la desigualdad sea cero, se encuentra al resolver,
z—3=0—2=3
el valor critico que hace que la desigualdad se indetermine, se encuentra al resolver,
r+2=0—-a=-2

los valores criticos dividen a la recta numérica en tres intervalos abiertos

<2 | —2<x<3 | 3<z
—2 3

la tabla de signos que se puede construir es,

T r< 2| -2|-2<z<3|3]| >3
-3 _ _

& “t o] Z=- |o|E=+
T+ 2 — + +
z—3 ) ) )

> S1 no no 81 S7
T+ 2

La desigualdad se satisface en los intervalos
T < —=2;x>3& (—00,—2) U3, 00)

(z+ 2)2
3

>0

Ejemplo 110 Resolver
Los valores criticos son:

(z+2?% = 0—>a=-2

z—3 = 0—x=3
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r<—2 —2<x<3 >3
-2 3
la tabla de signos es,
T r<—-2|-2|-2<x<3| 3 >3
9)2
(GRS (T N BT S
z—3 - - +
9)2
MEO no St no no st
r—3

La desigualdad se satisface en los intervalos
r=-2;2>3{-2}U(3,00)

-3
Ejemplo 111 Resuelva :E > 1.
z+1

Para analizar una desigualdad racional se debe tener la forma,

expresion racional ‘ stmbolo de desigualdad ‘ cero ‘

Es necesario reescribir la desigualdad de la forma siguiente

z—3
- 0
z+1 -
x—3—(z+1) 0
z+1 -
- 4
0 —<0

>
r+1— r+1 "~

estd ultima desigualdad tiene la forma que se requiere. FEl tinico valor critico que hace que la
desigualdad se indetermine es x = —1. Este valor divide a la recta numérica en dos intervalos

abiertos,

r<—1 | z>—1
-1

la tabla de signos correspondiente es,

T r<—-1|-1|x>-1
4
- 00 +
z+1
<0 St no no
r+1

La desigualdad se satisface en el intervalo:

< —1& (—o0,—1)

>
3x+2 20

El andlisis de los puntos criticos indica, para que la desigualdad sea cero el numerador debe
ser cero y el denominador diferente de cero, estos valores no existen, no hay incdgnita en el

137

Ejemplo 112 Resolver




Introduccion al Calenlo Diferencial- Un Curso Bésico de Algebra y Funciones

numerador, la desigualdad nunca es cero. Por otro lado, la desigualdad se indetermina cuando
el denominador es cero, esto es, cuando,

2
Br+2=0ez=—3

st la incégnita toma este valor la expresion se indetermina. La desigualdad nunca es cero y sdélo
se cumple para valores positivos, la desigualdad ahora es,

4

>0
3r+ 2

para que se cumpla el denominador debe ser positivo, esto es,

2 2
3x+2>0<:>x>—§<:> <—3,oo>

este andlisis se puede realizar como en el elemplo anterior.

Ejercicio 51 Compruebe la solucion de la desigualdad dada.

-1 _3)2
1.@—JﬁLﬁLzm1gx<zx:&x>a
(z—2)(x—5)
2 _ 4z +5)(z—2
o @ t5) (@ ) co1<z<2
r—1
3
Yo —4
3. — YT S0 l<z<2a>4
(z—1)(z—2)
2
4. 3 > y—2<z< 12> 3.
r+2 73—z

5 23 +322 —4x >0, -4<x<0;z>1.
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Capitulo 7

Ecuaciones de la Linea Recta

7.1 Plano Coordenado o Cartesiano (z,y)

Los valores numéricos de la solucién de una ecuacién o de una desigualdad se representan
graficamente como puntos localizados o como intervalos en la recta numeérica, respectivamente;
estd representacion se dice que es en una dimensién (unidimendional).

Una representacion en dos dimensiones (bidimensional) se logra mediante un plano formado
por dos rectas numéricas perpendiculares entre si, que se cortan en un punto en comin conocido
como origen, el eje horizontal se conoce como abscisa (eje ) y el eje vertical como ordenada (eje
y) (ver Figura 2). Un punto en el plano zy es localizado mediante un par ordenado de nimeros
dado por,

(abscisa, ordenada) = (x,y)

el par ordenado se llama coordenada del punto en cuestién.

6

54

4

3

2

14 Origen
~

Ordenada (y)
Positivos

A(4,3)

r T T T T T 0 T T T T T
6 -5 -4 3 21,0 1 2 3 4 586
Negativos | Positivos  Abscisa (x)
-3
.
-5
-6

Negativos

Figura 2. Plano coordenado o cartesiano.

La palabra par ordenado significa que este debe ser el orden de escritura, asi por ejemplo,
notar que,

(z,y) # (y,7)

Por ejemplo, para localizar el punto A con coordenadas (4, 3), o simplemente A (4, 3), el primer
valor del par ordenado se localiza en el eje x y el segundo valor en el eje y, a partir de estos
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valores localizados en ambos ejes se trazan lineas perpendiculares, el lugar donde ambas lineas

cortan se localiza la coordenada de A, ve

Ejemplo 113 Representacion de puntos

los puntos A, B, C, D, E y F, con coordenadas dadas por: A(3,2), B(—3,1), C(-2,

D(3,3), E(0,3) y F(—4,0).

ase la Figura 3.

en el plano coordenado. Localize en el plano cartesiano
_1);

En la Figura 3 se representan graficamente cada uno de estos puntos.

y
A
4-
E=(0,3)
k] ]
A=(3,2)
21 [ ]
1.
F
0 -
-3 - -1 0 1 2 3 4
C=(2-1) B=(3-1)
° -1 °
_2.
D = (3, -3)
-3 °

Figura 3. Grafica para los puntos A (3,2

), B(3,-1), C(-2,-1), D(3,-3), E(0,3) y F(-3,0).

7.2 Puntos y Lineas Rectas en el Plano xy

Dados dos puntos A (x1,y1) vy B (x2,y2) en el plano zy, ver Figura 4, la linea recta que pasa por
los dos puntos tiene una pendiente (m) definida por,

pendiente = m

_Y2—n
T2 — 21

,con xg —x1 # 0

en la definicién es importante se cumpla que xo — x1 # 0, en caso contrario si o — x1 = 0 la

pendiente no existe. En la Figura 4 se pr

1

y

esenta el concepto de pendiente.

b

A(x,.y,)

it

Figura 4. Pendiente de una linea recta.

140



7. Ecnaciones de la 1 inea Recta

La pendiente de una linea recta se interpreta como una razén de cambio definida por la razén
del desplazamiento vertical al desplazamieto horizontal, en otras palabras, lo que se eleva a lo
que se avanza o recorre horizontalmente en el plano xy, esto es,

desplazamiento vertical elevacion

desplazamiento horizontal avance

en el lenguaje algebraico, la razén de cambio se denota por el cociente del incremento de la
ordenada (Ay) entre el incremento de la abscisa (Ax),
Ay
m=—
Ax

el incremento (A) de una variable o de un valor, se calcula por,
A = valor final — valor inicial

Una analogia importante para comprender el concepto de pendiente se encuentra en lo siguiente,
con la linea recta que pasa por los puntos A (z1,y1) y B (z2,¥2), se puede formar un tridngulo
rectdngulo como el que se muestra en la Figura 4, la pendiente se puede interpretar con el
cociente de la altura a la base del tridangulo.

_— Altura &
" Base Az

Al calcular la pendiente, el orden de los puntos no es importante, pero si la correspondencia,
notese que,

_ -yl -y) -

Tro — X1 —1(1‘2—31’1) X1 — T

m

esto significa, que la pendiente de la recta de AB es la misma que la pendiente de la recta de
BA. Debe tener cuidado ya que, la pediente de la recta AB no es igual a (Figura 4).

Y2 — U1
T — T2

Ejemplo 114 FEscriba una interpretacion a los valores de las pendientes dadas a continuacion.
2 2
Para m igual a: 1). 3’ 2). 7,y 3). ~9

A
A partir de la definicion de pendiente, m = —y; se tiene la interpretacidon siguiente:

Ax
Ay _ 2

Ay g: por cada incremento de la variable x en 3 unidades, la variable y se incrementa
x

en 2 unidades. El significado geométrico es, en el plano xy, a partir de un punto sobre
la linea recta, por cada desplazamiento horizontalmente a la derecha en 3 unidades de la

variable x, la variable y tiene un desplazamiento vertical hacia arriba (elevacidn) de 2

unidades.
Ay 7 . _ ) .
2. Ar 7= 1 por cada incremento de la variable x, la variable y se incrementa en 7
x

unidades. Fl significado geométrico es similar al ejemplo anterior.
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A 2 -2 2
3. o P . . la interpretacion puede ser diferente, pero es equivalente. Si
Ax 9 9 -9
Ay =2 . . . ,
Ar— 9 se tiene, por cada 9 unidades que se incrementa (aumento) la variable x, la
. L ) . Ay 2
variable y se decrementa (disminuye) en 2 unidades. O equivalentemente, para Az~ 9
-
se tiene que por cada 9 unidades que disminuye la variable x, la variable y aumenta en 2
A -2
unidades. La interpretacion geométrica es, para A—y =35 a partir de un punto sobre la
x

linea recta, cuando la vartable x se desplaza horizontalmente en 9 unidades a la derecha,
la variable y sufre un desplazamiento vertical hacia abajo (depresion) en 2 unidades.
A 2
Equivalentemente, para A—y = g a partir de un punto sobre la linea recta, cuando la
.’L' p—
variable x se desplaza horizontalmente a la izquierda (retroceso) en 9 unidades, la variable
y se desplaza verticalmente hacia arriba (elevacion) en 2 unidades.

7.2.1 Hechos Importantes
Pendiente de una Linea Recta Horizontal

Una linea recta horizontal o paralela al eje x, como se muestra en la Figura 5, tiene una pendiente
de cero, esto es,

o Y2TUL 0 —0
T2 — 1 T2 — I1
F
y
m= 0 =0
XX
o O
A(x,.y,) B(x, Y,
X

Figura 5. Pendiente de una recta horizontal.

Pendiente de una Linea Recta Vertical

La pendiente de una recta vertical o paralela al eje y, no estd definida o no existe, esto es,

I Rk L R |
Io9 — T1 0

m — no existe

la Figura 6 muestra este hecho,
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QAKx,y,)

No existe

OB(x,.y,)

Figura 6. Pendiente de una recta vertical.

Pendiente Positiva y Negativa

La pendiente de una recta puede ser positiva o negativa. En la Figura 7 se trazan dos lineas
rectas L1 y Lo en el plano xy. Sila linea recta desciende de izquierda a derecha la pendiente es
negativa (Lj); por lo contario, si la linea recta asciende de izquierda a derecha la pendiente
es positiva (Lz); como se muestra,

m=0
m<0

/ X

Figura 7. L; Pendiente negativa; Lo pendiente positiva.

Lineas Rectas Paralelas

Dos lineas rectas no verticales, L y Lo, son paralelas si y sélo si tienen la misma pendiente
mi1 = mg, asi como se muestra en la Figura 8.
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m,

Figura 8. Rectas paralelas tienen la misma pendiente.
Lineas Rectas Perpendiculares

Dos rectas, Ly y Lo son perpendiculares (Figura 9) si el producto de sus pendientes es menos
uno, esto es,

mimg =—-1&m; = ——

T

L

1

Figura 9. Rectas perpendiculares.

Ejercicio 52 Para cada una de las coordenadas de A y B dadas, si es que existe, determine la
pendiente mapg.

1. A=(-2,3); B=(2,8).
2. A= (-4,8); B=(28).
3. A= (-3,5); B=(3,5)
4. A= (—4,0); B =(0,-5).
5. A=(50); B=(0,7)

6. A=(~1,2); B=(-1,6).
7. A= (3,0); B = (9,0)

8. A=(-7,0); B=(5,0)
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9. A= (-2,0); B=(0,-3).
10. A=(0,3); B = (0,-4).

Ejercicio 53 FEn cada uno de los casos siguientes, determine si las rectas (AB y C'D) que pasan
por los puntos indicados, son paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos cosas.

1. A=(=3,2), B=(-4,5),C = (2,4) y D = (3,7).
2. A=(-3,2), B=(-4,5),C = (2,4) y D = (6, —8).
3. A=(4,2), B=(-2,1),C = (~1,5) y D = (5,6).
4. A=(-3,2), B=(=3,5),C=(2,4) y D = (5,4).
5. A=(-3,2), B=(-4,5),C=(2,4) y D = (5,3).
6. A=(4,2), B=(-2,1),C=(-1,5)y D= (0,—1).

7.3 Ecuaciéon de la Linea Recta

Considere a la linea recta que pasa por los puntos A (z1,v1), P(x,y) y (0,b), Figura 10; la
pendiente de estd linea recta que pasa por los puntos A y P es,

Y=y
m =
Tr — T
A
y
P(x,y)

Alx,y,)

X

Figura 10. Linea Recta que pasa a través de A (x1,y1) y P (z,y).
al reescribir la ecuaciéon de la forma siguiente,
y—y1=m(z— 1)

se obtiene la ecuacion de la linea recta en su forma punto-pendiente.
Por otro lado, la recta que pasa por los puntos (0,b) y P (z,y), vea la Figura 10, tiene
pendiente,

y—>
m =
z—0
al resolver para y se tiene,
y=mx+b
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la cual se conoce como ecuacidn de la linea recta en su forma pendiente-ordenada al origen,
o simplemente pendiente-ordenada, donde b es la ordenada al origen, la ordenada al origen es el
valor donde la recta cruza con el eje y, asi que su coordenda es (0, b).

La ecuacidn general de la linea recta tiene la forma,

Ax+By+C =0 con B#0

o la forma,
Ar+By=D con B#0

donde A, B, C'y D son niimeros reales. Resolviendo para y de la ecuacién de la linea recta en
su forma general, se obtiene,

_ A C
Y="B" "B

se identifica la pendiente de la linea recta,

m=——
B
Ambas formas de la ecuacién general de la linea recta son ecuaciones de primer grado con dos
incégnitas (x y y), los valores que satisfacen a estas ecuaciones son los pares ordenados (x,y),
geometricamente estos valores se encuentran sobre la linea recta en el plano zy.

7.3.1 Ecuaciones de Lineas Recta Horizontal y Vertical

Una linea recta horizontal (Figura 5) que pasa por los puntos (z1,41) y (%2, y1), tiene pendiente
cero (m = 0) y una ecuacién dada por,
Yy=u
Una linea recta vertical (Figura 6) que pasa por el punto (x1,41) y (21, y2) tiene una ecuacién
dada por,
r =T

Ejemplo 115 Determine la ecuacion de la linea recta de la grifica de la Figura 11, en su forma
pendiente-ordenada y en su forma general.

Figura 11. Ecuacion de la linea recta pendiente-ordenada.
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La linea recta cruza ol eje y en la ordenada al origen, por lo tanto,
b=3

la pendiente de la linea recta es positiva,

m—%—ﬂ—l
Az 0-(-3)

la ecuacion de la linea recta en su forma pendiente-ordenada al origen es,
y=mxr+bsy=x+3
la ecuacion de la linea recta es su forma general es,
Az +By+C=0s2z—-—y+3=0
donde A=1, B=-1, C =3.

Ejemplo 116 Determine la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos (2,—1) y (—4,4).
Se tiene (x1,y1) = (2, —1) y (x2,y2) (—4,4); luego la pendiente,

mo 2V _ -y 4-(=1) 5
Az x9—x1 (—4-2) —6

con el valor de la pendiente y cualquiera de los puntos dados donde pasa la recta se calcula b,
por ejemplo, con (x1,y1) = (2,—1):

5
yr = <_6> x1+0b

5 2
-1 = ——-+b&sb=2
3 + 3
La ecuacion de la linea recta es,
5 2
YT
la ecuacion de la linea recta en su forma general es,
2
e 2 -0
TR

donde A=5, B=6, C = —4.

Ejemplo 117 Determine la ecuacion de la linea recta que pasa por el punto (6,—4) y tiene
pendiente 3/5.
Se puede seguir el procedimiento anterior o a partir de la ecuacidn de la linea recta en su
forma punto-pendiente,
y—y1=m(z— 1)
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con (r1,y1) = (6,—4) y m = 3/5,

3
y— (-0 =@ -6)
al resolver para vy,
3 18
4 = —x— —
v 57 5
3 18
= —x———4
Y= 55
_ 3,
Y= 5%
la ecuacion de la linea recta en su forma general es,
3 38
—x—y—— = 0
5 Y75
3 38
5(zz—y——1] = 0
(5--%)

con A=3, B=-5,C=-38.

Ejemplo 118 Encuentre la ecuacidn de la linea recta que pasa por el punto A(—1,2) y es
paralela a la linea recta L cuya ecuacion es —3x + 5y = 5.

La ecuacion de la linea recta que pasa por el punto A (—1,2) se desconoce, pero se sabe que
su pendiente es igual a la linea recta L cuya ecuacion es,

—3x+5y=>5

Con la Figura 12 se visualiza la situacion del problema, por el punto A (—1,2) pasa la linea recta
que es paralela a la linea recta cuya ecuacion se conoce.

4
4_ y
34 -
A12) T

O 29 L

1 -
Figura 12. Ejemplo 118.

Para conocer la pendiente de la linea recta conocida es necesario escribir la ecuacion en su

forma pendiente-ordenada al origen,o también determinar la pendiente a partir de m = —%. Al
resolver para vy,
—3z+5y = 5
5y = 3x+5
Yy = §alc—i—l m:§
5 5
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la pendiente de la linea recta desconocida

m =

b p—

es por lo tanto la misma.

3 .
5 la ecuacion de la linea recta buscada es,

24 <
13
5

Con el punto (—1,2) y

la ecuacion de la linea recta que pasa por el punto A (—1,2) y ademas es paralela a la linea recta

cuya ecuacion es —3x + 5y = 5, es,

3 . 13
= —X _—
YTETT S
Ejemplo 119 FEncuentre la ecuacion de la linea recta que pasa en b = —1, y es perpendicular

a la linea recta, cuya ecuacion es —6x + 3y —2 = 0. En la Figura 13 se presenta el problema en

forma grifica.

La ecuacion de la linea recta conocida es —6x + 3y — 2 = 0, al reescribirla en la forma

pendiente-ordenada, se tiene,

—6z+3y—2 = 0

3y = 6x+2
= 2z+ 3
v = 2
se tiene entonces que mq = 2; recuerde, si dos lineas rectas son perpendiculares se cumple,
mimo = -1
F i
2 4
y
1 -
-6x+3y-2=0
fa
T I T A T I T I -
. ]
~ 1 (] 1 X 2
.~
.
e — _
1 €)£01-1 )=(0,b)
.

Figura 13. Ejemplo 119.

ast que,

-1
-1
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7.3.2 Ecuacion de la Recta en su Forma Simétrica

La linea recta que pasa por la abscisa al origen (intercepto con el eje z, ) (a,0) y ordenada al
origen (intercepto con el eje y) (0,b), con a # 0 y b # 0, tiene pendiente
_b—-0 b

m

0—a a
y su ecuacién en su forma pendiente-ordenada es,
b
y=——x+b
a
reescribiendo la ecuacién anterior
b
—r4+y=>
a
al dividir entre b toda la ecuacién, se obtiene,

r oy
T A
a+b

la cual se conoce como ecuacién de la linea recta en su forma simétrica.

Ejemplo 120 Determine una ecuacion para la linea recta en forma simétrica y en su forma
pendiente ordenada, cuya grdifica se proporciona en la Figura 14.

]
441y ,

Figura 14. Ejemplo 120.

La linea recta Ly tiene abscisa al origen (a,0) = (—2,0) y ordenada al origen (0,b) = (0, 3),
la ecuacion de la linea recta en su forma simétrica que pasa por estos dos puntos es,

Ty
2421
4+3

Al multiplicar por 12 la ecuacidn anterior,
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se obtiene la ecuacion de la linea recta en su forma general,
3z +4y =12

al resolver para y, se obtiene la ecuacion de la linea recta en su forma pendiente-ordenada.

3
y:—zx—f—f&

De forma similar, la linea recta Lo tiene abscisa al origen (a,0) = (4,0) y ordenada al origen
(0,b) = (0,2), la ecuacidn de la linea recta en su forma simétrica que pasa por estos dos puntos
es,

T Y
47 -
4+2
20 +4y = 8
1
y = —5934—2

estd dltima es la ecuacion pedida.

3
Ejemplo 121 Grafique la ecuacion de la linea recta y = 5% + 1.

Una forma facil es evaluar y para diferentes valores de x, y llevar los datos obtenidos a una
tabla, como se muestra:

x Yy (-’L’,y)
2 |y=2(2+1=-2 | (-22)
1 y:g(—l)—i-l:—% (—Li)
0 y:g(—O)—i-l:l (0,1)

1 y:§(1>+1:§ <1g>
2y=2r1=4 |29

una vez construida la tabla, el par ordenado correspondiente se localiza en el plano cartesiano y se
traza una linea recta que pase por todos los puntos, como se muestra en la Figura 15. Importante:
para graficar un ecuacion lineal es suficiente localizar 2 puntos en el plano coordenado.

Figura 15. FEjemplo 121.
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2
Ejemplo 122 Grafique la ecuacion de la recta y = 5:1: + 2.

Un procedimiento simple para graficar la ecuacion de una linea recta es como sigue (ver
Figura 16); se identifica en la ecuacion de la linea recta su pendiente y la ordenada al origen,
en nuestro ejemplo,

=—, b=2.
m=z,

en el plano cartesiano se localiza la ordenada al origen b = 2, esta corresponde a la coordenada
(0,2), sobre este punto trace una linea horizontal, paralela al eje x, a partir del punto (0,2)
avance horizontamenle 3 unidades a la derecha luego avance verticalmente 2 unidades hacia

2
arriba, como lo indica m = 3 la coordenada final de estos desplazamientos es (3,4), por lo

tanto, la linea recta pasa por la ordenada al origen (0,2) y por (3,4).

7A

y L2
6 y=3X + 2
5-
m= DY _2 5y
44 AX
3 Ay=2
02 _
AX=3
0 : -
-1 0 1 2 3 4
X
_1 <
Figura 16. Ejemplo 122.
Ejemplo 123 Grafique la ecuacion de la linea recta y = —3x — 5

De forma similar al ejemplo anterior, se identifica que,

se localiza la ordenada al origen y se traza una linea horizontal, la pendiente puede tener dos

interpretaciones, la primera es considerar m = R a partir de la ordenada al origen avance

horizontamenle 1 unidad a la derecha luego avance verticalmente 3 unidades hacia abajo, la
coordenada final de estos desplazamiento es (—1,2), por lo tanto, la linea recta pasa por la
3
-1’
a partir de la ordenada al origen avance 1 unidad o la izquierda, luego avance verticalmente
3 unidades hacia arriba, la coordenada final de estos desplazamiento es (1,—8), por lo tanto,
la recta pasa por la ordenada al origen (0,—5) y por (1,—8). En la Figura 17 se identifica el
proceso completo.

ordenada al origen (0, —5) y por (—1,2). Si consideramos la seqgunda interpretacion, m =
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(1,-8)
Figura 17. Ejemplo 125.

Ejemplo 124 Grafique la ecuacion de la linea recta 3x — 5y = 15.

Utilizando los interceptos con el eje x y con el eje y.

Los interceptos con el eje x y con el eje y, son la abscisa al origen (a,0) y la ordenada al
origen (0,b), respectivamente. Fvaluando la ecuacion de la linea recta:

cony =0, 3z —5(0) =15, x = 5; abscisa al origen (a,0) = (5,0).
con x =0, 3(0) — by =15, y = —3; ordenda al origen (0,b) = (0, —3) (ver Figura 18).

Figura 18: Ejemplo 124.

Ejercicio 54 Determine una ecuacion de la linea recta en su forma simétrica y en su forma
pendiente-ordenada para la linea recta cuya grafica se proporciona en las figuras siguientes.
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Ay

A

4

B
0
-
0 1 2 3 4T
1. X
Figura 19.
2.
Figura 20.
y
A B
—e 2 .
T 0 T T
-2 -1 0 1 2 3
3. X
Figura 21.
Ay
B
2 //_V
A
SRR~
0 ——
-1 0 1 2 3
7 x

Figura 22.
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Ay

2 B®

0 ; ——

0 1 > X 3
5. At

Figura 23.
Ay
2-

<Y

Figura 24.

Figura 25.

0 1

Figura 26.
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‘y

-2

Figura 27.

Figura 28.

Ejercicio 55 Determine una ecuacion de la linea recta que cumpla las condiciones dadas

1. Pasa por (2,3); pendiente 1.

2. Pasa por (—2,4); pendiente —1.

2
3. Pasa por (1,7); pendiente 3

4. Pasa (—3,—5); pendiente _?7
5. Pasa por (1,2) y (1,6).
6. Pasa (—1,-2) y (4,3).

7. Pendiente 3; ordenada al origen —2.

2
8. Pendiente 5; ordenada al origen 4.

9. Ordenada al origen —3, abscisa al origen 1.
10. Abscisa al origen 8, ordenada al origen 6.
11. Pasa por (4,5); paralela al eje .

12. Pasa por (1,—6); paralela a la recta x + 2y = 6.
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7.4 GeoGebra

GeoGebra es un Software de licencia libre, disponible para diferentes plataformas ( Windows,
Mac, Linus, etc.), y aplicacién para tabletas, Tablet Apps para Windows, Android o disposi-
tivos i0S. GeoGebra permite interactuar dindmicamente la Geometrfa, el Algebra y el Analisis
(Célculo Diferencial e Integral). GeoGebra esta disponible en el sitio http://www.geogebra.org/.
GeoGebra es un programa bastante amigable en el cual se pueden ingresar ecuaciones y coorde-
nadas directamente.

Dos perspectivas caracterizan a GeoGebra: una expresién en la ventana algebraica se corres-
ponde con un objeto en la ventana geométrica y viceversa.

En la Figura 29 se presenta el espacio de trabajo de GeoGebra, se muestran las partes més
importantes de este programa:

1. Vista algebraica.
2. Vista gréfica
3. Barra de herramientas

4. Campo de entradas

5. Ayuda de Entrada

¥ GeoGebra = | E
Archivo Edita “ista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
I EclEFENEE kR
\ =3 { a ABC a=2 )
%v.v/v‘/‘_rv‘v v\./v bV 3| V€’3 ¥
b Wista Aloebraica » Vista Grafica
4
ad
2
1 q
14
o
T T T T T T T T
3 2 1 o 1 2 3 4 5
14
: 5
Entrada: 4 s @

4

Figura 29. Espacio de trabajo de GeoGebra.l vista grafica, 2 barra de herramientas, 3
campo de entradas, y 4 ayuda de entrada.

Los operadores bésicos para las operaciones ariméticas son los siguientes:

+ : suma
— : substraccién
* @ mutiplicacién
/ : divisién
B exponenciacion
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7.4.1 Algebra y Geometria con GeoGebra

Utilizaremos GeoGebra para resolver algunos ejemplos relacionados con puntos y rectas locali-
zados en el plano coordenado xy. Algunas funciones bédsicas de GeoGebra las conoceremos a
través del ejemplo siguiente.

Ejemplo 125 Utilizando GeoGebra. Grafique la linea recta AB que pasa por los puntos A (3,6)
y B(—4,-2), calcule la pendiente m y la ecuacion de la linea recta AB.

Dar clic en el icono @de GeoGebra. Teclear en el campo .'
1. A= (3,6) dar enter (introduce el punto A en el plano).
2. B = (—4,-2) dar enter (introduce el punto B en el plano).
3. Escribir en el campo de entrada:
AB : RectalA, B]
y dar enter, traza la linea recta AB que pasa por los puntos A y B.

4. Escribir en el campo de entrada:
m = Pendiente[AB]
y dar enter para calcular la pendiente de la linea recta AB.

Cada entrada introducida se despliega automdticamente en la ventana algebraica, estas se
muestran en la Figura 30.

b Wista Aloebraica b Vista Grafica
= Mimera

m=1.14

Figura 30. Vista algebraica y grifica de GeoGebra.

en la ventana algebraica se muestra,
m = 1.44
AB : 8x—Ty=-—18

La ecuacion de la linea recta en forma de pendiente-ordenada se puede obtener como se

muestra,
8z —Ty = -—18
-7y = —8x—18
= §x + 18
A S
y = 1.14x 4 2.57

158



7. Ecnaciones de la 1 inea Recta

Ejemplo 126 Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa por el punto A(—3,6) y es
paralela a la linea recta L cuya ecuacion es —3x + 5y = 5.

Iniciar el programa al dar clic en el icono G de GeoGebra. Teclear en el campo
secuencialmente y dar enter al final de cada instruccion lo siguiente:
1. A= (-3,6) (introduce el punto A en el plano).

2. L:—-3x+5y =5 (traza la recta y asigna la ecuacion a L).

3. En la barra de herramientas dar clic en el icono , seleccionar el icono de linea
recta paralela.

Ir a la vista grifica y dar clic sobre la linea recta L y luego sobre el punto A, o viceversa.
En la ventana algebraica se desplegard inmediatamente:

a: 3x —dy = —39

la cual es la ecuacion de la linea recta que pasa por el punto A y es paralela a la linea recta
L; en la ventana grifica se trazaran ambas rectas.

Ejemplo 127 Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa en b = —4, y es perpendicular
a la linea recta L, cuya ecuacion es —6x + 3y = 2.

En GeoGebra teclear en el campo y dar enter:

1. B=(0,—4) (B y no b, ya que los puntos se identifican con mayisculas).

2. L:—6x+ 3y =2 (introduce la ecuacion de la recta L).

. . . . - .
3. En la barra de herramientas dar clic en el fcono y seleccionar el icono de rectas

perpendiculares. Ir a la vista grifica y dar clic sobre la linea recta L y luego sobre el punto
A, o viceversa (ver Figura 31):

b Wista Algebraica b Vista Grafica

= Punto 1
L@ B=1(0,-4)

Figura 31. Vista algebraica y grifica de GeoGebra.

En la ventana algebraica se desplegard inmediatamente:

a: T+ 2y =—8
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Ejercicio 56 Determine la ecuacion de la linea recta que cumple las condiciones dadas, en su
forma pendiente ordenada y en su forma general.

1. Pasa por los puntos (—2,3) y (4,5).

2. Tiene pendiente m = 2/5 y pasa por el punto (—2,5).

3. Corta al eje x enx =2 y al eje y eny=4.

4. Pasa por el punto (2,3) y es paralela a la linea recta 3z — Ty = 21.

5. Pasa por el punto (—5,3) y es perpendicular a la linea recta y = —3x + 2.
6. Pasa por el punto (8,2) y es paralela a la linea recta © = —5.

Ejercicio 57 Determine si los puntos A y B dados estdn o no sobre la linea recta dada:
1,7), B(=3,1) y la linea recta y = 2z + 5.
2,1), B(1,2) y la linea recta y = 2.

(
(
3. A(1,-1), B(0,3) y la linea recta 3x — 2y = 1.
(1,5), B(2,3) y la linea recta © + 2y = 1.
(

Ejercicio 58 Determine si las lineas rectas dadas son perpendiculares, paralelas o ninguna de
las dos.

1. 3xr+4—-y=0; =32+ 9y = 18.
dr — 3y = 2; 3x + 4y = 5.

20 — 14y = —2; 4o — Ty = 0.

—r+6y=8;, —6x—y=1
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Capitulo 8

Ecuaciones Lineales Simultaneas

La ecuacion general de la linea recta escrita en la forma,

Ax+By=C
representa una ecuacién de primer grado o ecuacidn lineal con dos incégnitas, "z" y "y",
la solucién que satisface estd ecuacién es el conjunto de pares ordenados (z,y), los cuales se
encuentran sobre una linea recta en el plano zy.
Un conjunto de ecuaciones lineales con variables comunes se le llama sistema de ecuaciones
lineales, o sistema de ecuaciones lineales simultdneas, por ejemplo, el sistema,

Az+By = C
Dx+FEy = F

se le identifica como un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas o un sistema lineal de
2x2,donde A, B, C, D, E y F son nimeros reales; x, y son las variables o incégnitas comunes
del sistema. La solucién de tal sistema de ecuaciones es el conjunto de valores de x y y que
satisfacen simultdneamente ambas ecuaciones.

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales de 2 x 2 se puede recurrir al método grafico o
a un método algebraico.

8.1 Solucién de Sistemas de Ecuaciones Lineales 2x2

8.1.1 Meétodo Grafico

Cada ecuacién de un sistema lineal de 2 x 2 representa una recta en el plano xy, cuando ambas
ecuaciones se grafican en el mismo plano, puede ocurrir que,

1. Las dos rectas se cortan en un punto comin, entonces, el sistema tiene solucién tnica,
el sistema por lo tanto es consistente.

2. Las dos rectas son paralelas, entonces, el sistema no tiene solucién, el sistema por lo
tanto es inconsistente.

3. Las dos rectas se sobreponen una sobre otra, entonces, el sistema tiene soluciones miilti-
ples o soluciones infinitas, el sistema por lo tanto es consistente.
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Ejemplo 128 Resuelva graficamente el sistema de ecuaciones lineales (E1 y E2) dado por,

E1l : z43y=10
E2 : z—-2y=-3
Para graficar ambas ecuaciones se hace uso de los visto en el Capitulo 7. Para graficar cada una

de las ecuaciones sdlo es necesario obtener dos puntos para cada una de ellas, ast por ejemplo,
para la ecuacion F1,

EFl : z4+3y=10
10-1

x = 1—>y=0T:3—>A(1,3)
10—-4

x = 4—>y:OT:2—>B(4,2)

para la ecuacion F2,

E2 : z-2y=-3

— 1
r = —1l—-y= 3_;_ =1—-C(-1,1)
r = 5—>y:_3_;5:4—>D(5,4)

al graficar las coordenadas se trazan ambas lineas rectas que representan las ecuaciones E1 y
E2, las dos lineas rectas se cortan en un punto en comin, x = 2.2, y = 2.6, esta coordenada es
la solucidn del sistema (Figura 32).

A

E =(2.2, 2.6)

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 82. Método grifico, solucion unica, Ejemplo 128.
Al comprobar la solucidn,

22+43(2.6) = 10 10 =10
22-2(26) = —3& —-3=-3

la solucion satisface a ambas ecuaciones.

Ejemplo 129 Resuelva graficamente el sistema de ecuaciones lineales (E1 y E2) dado por,

El : 3z—-y=5
E2 : 2z —y=-2
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Para graficar las ecuaciones se puede utilizar el proceso utilizado en el ejemplo anterior o el
procedimiento dado en el Capitulo 7. Reescribir las ecuaciones a la forma pendiente-ordenada
para identificar m y b, se tiene entonces para E1,

y=-3r—-5—-m=-3,b=-5

y para E2,
y=2x+2-m=2,b=2

En la Figura 33 se muestra las dos lineas rectas que corresponden a estas ecuaciones; la solucion
del sistema es v = —1.4, y = —0.8.

A

Figura 33. Ejemplo 129.

8.1.2 Meétodo Grafico con GeoGebra

En los siguientes ejemplos se utiliza GeoGebra para encontrar la solucién de los sistemas de
ecuaciones lineales.

Ejemplo 130 Resuelva por el método grifico el sistema de ecuaciones lineales de 2 X2 siguiente,

EFy @ Tx—5y=6
Ey  3z48y=10

En GeoGebra teclee en el campo lo siguiente,

1. E1: Tx-5y=6 + enter — introduce la ecuacion E1.
2. E2: 3x+8y=10 + enter — introduce la ecuacion E2.

3. Interseca[E1,E2] + enter — encuentra el punto de interseccion de las dos lineas rectas,
estd es la solucion del sistema.

La solucion grifica es: =~ 1.38 yy ~ 0.73 y se puede apreciar en la Figura 34.
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Figura 34. Ejemplo 130.

Ejemplo 131 Resuelva graficamente el sistema lineal siguiente:

El . 3$—4y:—6
FEy, : 6z—8y=38

Para grificar el sistema de ecuaciones lineales en GeoGebra teclear en el campo lo
stguiente

1. E1: 3z-4y=-6 + enter — introduce la ecuacién E1.

2. E2: 6x-8y=8 + enter — introduce la ecuacion E2.

En la Figura 35 se observa que ambas ecuaciones representan lineas rectas paralelas sin
ningun punto de coincidencia.

2-
5
. 0 ; ; ——
-1 0 2 3
/ )
B2 2]

Figura 35. Sistema de ecuaciones lineales sin solucion, Ejemplo 131.

Ejemplo 132 Utilizando GeoGebra resuelva graficamente el sistema lineal siguiente

Ey @ 3z—-2y=-2
Ey : 6zx—4y=—4

Para grificar este sistema por medio de GeoGebra teclear en el campo lo siguiente,

1. E1: 3z-2y=-2 + enter — introduce la ecuacion E1.
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2. E2: 6x-4y=-4 + enter — introduce la ecuacion E2.

La grifica (Figura 36) del sistema muestra que las dos lineas lineas rectas se sobreponen
en un numero infinto de puntos en el plano xy, se dice entonces que el sistema tiene
soluciones infinitas.

4k

y

E1
E2

AL
/012

Figura 36. Sistema de ecuaciones lineales con soluciones infinitas, Ejemplo 132.

2.

Clasificacién de Soluciones

Las soluciones encontradas en un sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2 pueden clasificarce de
la forma siguiente:

Solucién Unica

Consistente: ; i i
onsistente { Soluciones infinitas

Tipo de solucién:

Inconsistente: {Sin solucién
esta clasificacién se puede extender a sistemas de n ecuaciones con m incégnitas.

Ejercicio 59 Resolver por el método grafico 7 20 -3y="7

cada sistema de ecuaciones lineales, determine Jy="7+2x
st el sistema tiene solucion tnica, soluciones
infinitas o es incosistente. 8. (y—3)=-3(x~2)
3x+y=1
1 y=x—4
Y =3~ 3y
4+ Z2=1
P dr+y=12 5
r=3—-73y 11. w4y =1
r oy
R A y=a-14
b Tr oy , 12. y— Lot
2757 ’
__1
5 dr+dy=12 T e
Codr -5y =17 y=31x+2
rT—3=y 1 2 —3y =17
r+y=1 "3y =T+ 2x
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y =3z —2 (y+3)=35(z—2)
15. 16.
y=—3v+4 (y—1)=-3(x+4)

8.1.3 Meétodos de Eliminacion

En esta seccién solo se presentan los métodos fundamentales para resolver ecuaciones lineales
de dos ecuaciones con dos incégnitas. Los métodos de eliminacién presentan un procedimiento
practico que reduce el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, a una sola ecuacién
con una incognita, la cual puede ser resuelta, posteriormente, encontrar la otra incégnita can-
celada en el proceso de eliminacién en cualquiera de las ecuaciones equivalentes obtenidas. Los
métodos de eliminacién son,

1. Por sustitucion.
2. Por igualacion.

3. Por adicién o sustracion.

Tales métodos quedaran explicados a partir de ejemplos que se resuelven paso a paso, se
recomienda llevar un control de las ecuaciones al numerarlas como se indica en el ejemplo
siguiente.

Método por sustitucién

1. Despejar una incégnita de una de las dos ecuaciones del sistema; estd es la incégnita que
deseamos eliminar o cancelar.

2. Sustituir la incégnita despejada en la otra ecuacién, simplificar y resolver la ecuacién para
la incégnita no eliminada.

3. Sustituir el valor de la incégnita obtenida en el paso dos en la ecuacién obtenida en el paso
uno, simplificar y resolver.

4. Verificar que la solucién satisface el sistema de ecuaciones

Ejemplo 133 Resuelva con el método por sustitucion el sistema siguiente.

El : 4dx 43y =22
E2 : bx—Ty==6

Se identifican las ecuaciones como E1 y E2.

1. Despejar x de F1,
3 11

E3:x=—- —
TEIVT S

se identifica la ecuacion obtenida de esta operacidn como ES.
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2. Sustituir E3 en E2, simplificar y resolver para vy,

E3
15 55
—— ——Ty = 6
R
43 55
_ = = - =
1Y 2
43 43
1Y = 7
y = 2
3. Sustituir el valor obtenido para y = 2 en E3
3 11
TSty
3+11
r = 24 =
2 2
x = 4

3(2) =22 — 16 + 6 = 22
E2 : 5(4)—7(2)=6—20—14=6

por lo tanto, la solucidn del sistema es (4,2).

Ejemplo 134 Resuelva con el método por sustitucion el sistema siguiente.

El : 2z4+y=3
E2 @ 6x+4+3y=9

siguiendo el procedimiento anterior, resolviendo para y de F1,

E3:y=3-2zx
al sustituir E3 en E2,
6x+3(3—2x) =
6x+9—6x =
9 =9

lo cual significa que el sistema es consistente, la solucidn grifica de este sistema corresponde a
dos rectas que se sobreponen en un numero infinito de puntos en el plano xy, por lo tanto, el
sistema tiene soluciones infinitas. La solucidn se puede encontrar de cualquiera de las ecuaciones
del sistema, por ejemplo, si elegimos la ecuacion E1 resuelta para y, se tiene,

E3:y=3-2z
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que representa la solucion general del sistema, el sistema tiene soluciones infinitas o multiples
soluciones, ya que x puede tomar cualquier valor del conjunto de los nimeros reales, algunas
soluciones particulares son:

= —-1-y=3-2(-1)=5—(-1,5)
= 1oy=3-2(1)=1—(1
= 0—-y=3-2(0)=3— (0,

como se observa, cada solucion obtenida da lugar a una coordenada la cual es un punto sobre la
recta y = 3 — 2x. La solucion del sistema se escribe:

y = 3-—2t
x =t
t € R

Para un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas es facil identificar cuando existen soluciones
infinitas, note que,

E2=3F1

esto es, la ecuacion E2 puede obtenerse al multiplicar la ecuacion E1 por 3, por lo tanto, un
sistema lineal de 2 x 2 tiene soluciones infinitas si las ecuaciones que forman el sistema son
multiplos entre ellas.

Método por igualacién

1. Despejar la misma incégnita de cada una de las ecuaciones del sistema, estd es la incégnita
que deseamos eliminar.

2. Igualar ambas ecuaciones despejadas para la misma incégnita, simplificar y resolver la
ecuacién para la incégnita no eliminada.

3. Sustituir el valor obtenido en el paso dos en cualquiera de las dos ecuaciones despejadas
para la incégnita eliminada.

4. Verifique que la solucién satisface el sistema de ecuaciones.

Ejemplo 135 Resolver el sistema de ecuaciones lineales por el método de igualacidn.

El : 4z —-5y=2
E2 : bx+3y=21

1. Despejar de E1 y E2 la incdgnita x.

5 1
E3 =24z
TEYTS
3 91
B4 =2y
T=TEYT G
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2. Igualar las ecuaciones E3=FE4, simplificar y resolver para vy,

5 1 3 21
LT L
) 3 1 21
7Y T ety
37 37
2 T 10
(20 (37
= () ()
y = 2

3. Sustituir el valor de y = 2, en la ecuacion ES 6 en E4; al sustituir en la ecuacion ES3,
simplificar y resolver se tiene,

4. Verificar si ambas ecuaciones cumplen,

El : 4(3)—5(2)=2—12-10=2
E2 : 5(3)+3(2)=21—15+6=21

por lo tanto, la solucidn del sistema es (3,2).

Ejemplo 136 Resolver el sistema de ecuaciones lineales por el método de igualacion.

El @ 20+4+y=-3
E2 : 6x+3y=1

aplicando el método, despejando y de ambas ecuaciones, se tiene,

1
B4 : y=-22-3

iqualando ambas ecuaciones, se obtiene,
—2x + = —2x—-3

= -3

Wl — W

lo que significa que el sistema tiene una inconsistencia, por lo tanto, el sistema no tiene solucion

Método por adicién o sustraccion

1. Multiplicar una ecuacién o ambas ecuaciones por constantes adecuadas, para que los coe-
ficientes de la incégnita elegida en ambas ecuaciones sean los opuestos.
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2. Sumar ambas ecuaciones, para eliminar una de las incégnitas y resolver la ecuacién para
la incégnita no eliminada.

3. Sustituir el valor obtenido de la incégnita no eliminada en una de las dos ecuaciones del
sistema de ecuaciones lineales.

4. Verificar la solucién obtenida.

Ejemplo 137 Resolver el sistema de ecuaciones lineales por el método adicion y sustraccion.

El : bz+y=12
E2 : x+5y=36

1. Multiplicar la ecuacion E2 por (—=5) de tal forma que el coeficiente de la incdgnita x en E2,
sea el opuesto del coeficiente de la incdgnita x en E1, esto da lugar al sistema equivalente
stguiente,

E1 : bz + y = 12
E2 . -5z — 25y = -—-180

2. Sumar verticalmente ambas ecuaciones,

E1l S5r + y = 12
E2 : —bx — 25y = -—-180
Fl+E2 : — 24y = -—168

en el resultado obtenido resolver para la incégnita no eliminada,

—24y = —168
y =7

3. Sustituir el valor de y = 7 en cualquiera de las ecuaciones del sistema original, por ejemplo,

en K1:
S5r+7 = 12
12 -7
xT =
5
z = 1

4. Verificar la solucidn obtenida en el sistema original.

El : 5(1)+7=12—-5+7=12
E2 : 145(7)=36—1+35=236

lo cual prueba que la solucion (1,7) es correcta.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales se recurre a varios métodos, su aplicacién
de cada uno ellos depende de la facilidad del lector de aplicarlos, a medida que el nimero de
ecuaciones e incégnitas aumenta los métodos presentados se vuelven complicados por el niimero
de operaciones que se necesitan hacer, en este momento los métodos del dlgebra lineal! son los
mads adecuados.

"Ver Algebra Lineal Basica con GeoGebra y WxMaxima, acceso libre en
http://www.mediafire.com/view/?duddqxfvvq8atx4

170



8. Ecuaciones 1ineales Simultineas

Ejemplo 138 Considere el sistema de dos ecuaciones lineales (E1 y F3) con dos incdgnitas:

El : ax+by=ce
E2 . cx+dy=f

donde a, b, ¢, d, e y f son numeros reales no todos nulos.
Al efectuar las operaciones siguientes: dE1 y bE2, se obtiene un sistema equivalente,

E3 : adx+ bdy =de
E4 ¢ bex+bdy =bf

Si se efectia E3 — E4, se eliminan los términos que contienen a la incdgnita y, se obtiene
entoces,
FE3— FE4:adx —bcx =de —bf

factorizando por factor comain,

x (ad — be) = de — bf
La ecuacion anterior se puede resolver para x, siempre y cuando ad — be # 0, esto evita la
division entre cero; entonces la solucion para x es,
de —bf
r=—>"
ad — bc

De forma similar se obtiene vy,

af —ce

y_ad—bc

8.1.4 Existencia de Soluciones

En el ejemplo anterior se observa en ambas soluciones en el denominador el factor (ad — bc),
este es el producto de los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2, establece la
existencia de solucién unica si,

(ad —cb) #0

a este producto cruzado de los coeficientes del sistema se le conoce como determinante (det) y

se denota por,
det Sistema (2 x 2) =ad — be

Se afirma entonces, sin temor a equivocarse, que el sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incégnitas dado por,
ax+by=e
cx+dy=f

1. Tiene solucién tnica, si y sélo si (ad — be) # 0, esto es, su determinante de los coeficientes
del sistema es diferente de cero.

2. Tiene un nimero infinito de soluciones o no tiene solucion, si y sélo si (ad — cb) = 0.

Ejemplo 139 Determine si el sistema lineal dado tiene solucion tinica.

El : 7Tz—-5y=26
FE2 : 3z+4+8y=10
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aplicando la definicion de determinante, se tiene,

det Sistema = ((7)(8) — (=5)(3))
— T1#0

por lo tanto, el sistema tiene solucion unica, esta solucion se muestra graficamente, ver Figurea
37.

4A

EHEHH; (1.38, 0.73)

Figura 87.Solucion inica, Ejemplo 139.

La solucion grdfica es: x = 1.38 yy ~ 0.73, es decir, el par ordenado (1.38,0.73). La solucion
algebraica puede obtenerse facilmente por el método de sustitucion de la forma siguiente, de la

ecuacion E1 resolvemos para x,

5 6
E3:x=_ =
T=EYty

la ecuacion E3 se sustituye en la ecuacidn E2, se simplifica y resuelve para la variable y:

5 6
3loy+5)+8 = 10

7118
D422 = 10
7Vt
7118
T T
7Yt 7
_ 52
Y- 7

El valor de y obtenido se sustituye en la ecuacion E3 para obtener el valor de la vartable x.

. - (52}, 6
o7\l 7

98
71

() = (2. 2
=\

Ejemplo 140 Determine si el sistema lineal dado tiene solucion inica.

la solucion es:

Fl : 3z—4y=—6
E2 : 6x—8y=38
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el valor del determinante del sistema muestra que:

det Sistema = ((3)(—8)—(6)(—4))
0

por lo tanto, el sistema mo tiene solucidn tnica; el sistema puede tener soluciones infinitas o
no tener solucion. Aplicando el método de igualacion, despejando de ambas ecuaciones x e
igualando las ecuaciones, se tiene,

4

= —y-2
3Y

= -2

W >

Y+

lo cual muestra que el sistema no tiene solucion, ya que se presenta una inconsistencia.

Ejemplo 141 Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

1
E1 §x+y:12
E2 : x+4+3y=36

el valor del determinante del sistema es,
. 1
det Sistema = <<3> (3)— (1) (1))

lo que muestra que el sistema no tiene solucion unica. Note que el E2=8F, por lo tanto, el
sistema tiene soluciones infinitas ya que ambas ecuaciones son multiplos una de otra. Las
soluciones vienen dadas por x = 36 — 3y, dado cualquier numéro real y.

Ejercicio 60 Determine si el sistema tiene 6 - +2y=7
solucién tnica, soluciones infinitas o es inco- C2r—y=4
sistente.  Resuelva por un método de elimi-
nacion los sistemas de ecuaciones lineales da- 7 %x —2y=4
dos. ’ €T — %y =92
; 2x—411y=0 3 2z — 5y =10
3x—-y=9 " 6z — 15y =30
2
ox — b6y =8
z—3y=-—1 9.
2. Az +3y = 11 10z — 12y = 16
g 2r—4y=5 0. 2opy=u
S Br-2y=6 2043y =—4
5 2,
4 g;+4y:7 11 Zm_gy—?)
Colz42y=5 1w =3y =6
3r—4y =7 r—y="17
o 9r — 12y = 14 12 z+y=>5
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2z — 2y =13
r—y="7

ox—2y=1

13. Tz +8y=-3

1.
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Capitulo 9

Exponenciales y Logaritmos

9.1 Expresiones Exponenciales

Se define la potencia n-ésima de la variable z como,

N———

n veces

donde x es un nimero real diferente de cero llamado base y n un exponente entero positivo. Por
ejemplo, en la expresién z2, la base es z, el exponente es 3; la expresién es la potencia 3 de la
variable z, = al cubo o simplemente la potencia ciibica de x.

En general, la forma que tienen este tipo de expresiones algebraicas es,

(base Variable)potem:la constante

esto es, la base es variable y la potencia es un término constante. Algunas expresiones algebraicas
que contienen este tipo de términos son,

z?; (2:(:3 + 1)3; 22 + 3z +1; 2* — 523 — 22 ete
Consideremos ahora expresiones algebraicas de la forma,

(base COHStante)pOtenma variable

esto es, expresiones algebraicas donde la base es una constante y la potencia la variable, ejemplos

de tales expresiones son,
1 x 3 x
2%, 37, (2> ; <5> ; ete.

En forma general, las expresiones algebraicas exponenciales con base a tienen la forma,

a:}c

donde x es cualquier nimero real y ¢ un nimero real positivo diferente de uno, esto es,

a>0, a#0, a#1

note que estd condicién establece una base positiva. No tiene caso préctico tener al nimero
"1" como base, ya que uno elevado a cualquier nimero real es uno; las condiciones anteriores
excluyen los valores de a negativos. De acuerdo a esto, a puede tomar los valores en los intervalos
abiertos,
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(0,1)=0<a<1l y (l,0)=1<a

algunos ejemplos de estas expresiones con 0 < a < 1 son,
1\” 1\* 1\* 1\*
—_ . — . — . — . t .
(@) () () (5) e
2% 5% 7% 10%; etc.

En este tipo de expresiones la potencia puede ser una expresién algebraica simple o com-
puesta, por ejemplo,

y cona> 1,

4(212“); 10(_I+r3); etc.

una forma de referirnos a la potencia de una expresion exponencial es como argumento, asi que,
en los ejemplos anteriores, 222 + 1y —z + 23, es el argumento de la expresién exponencial. En

forma general,

a(expresi(’)n algebraica) __ a(argumento)

9.1.1 Bases Comunes

Como se vio anteriormente, existen infinitos valores para la base a, pero se prefieren dos valores
de base muy importante en las ciencias e ingenierias, los valores de a considerados son,

a=10 o a=e
Asi las expresiones,
_p2
10%; 10™*"; etc.
se conocen como expresiones algebraicas exponencial decimal; y las expresiones de la forma,
xT —1‘2 x
2e"; e et — 3; etce.

se conocen como expresiones algebraicas exponencial natural.
El valor de e = 2.71828, dado en el Capitulo 1, se define como el valor que se aproxima por

la expresién algebraica,
1 n
(5)
n

cuando n, entero positivo, se vuelve grande. En forma simbdlica, estd descripcién en el cédlculo

diferencial se escribe,
1 n
e= lim (1 + >
n—oo n

Un célculo aproximado de este valor se muestra en la tabla siguiente,

1
1 _\n
n| (1+ n)
1 | 2.00000...
2.48832...
10 | 2.59374...
100 | 2.70481...

1000 | 2.71692...
10,000 | 2.71815...
100,000 | 2.71827...

1,000,000 | 2.71828...
10,000, 000 | 2.71828...
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9.1.2 Leyes de los Exponentes

Las leyes de los exponentes se aplican de forma similar a las expresiones algebraicas exponen-
ciales.
Si z y y son variables reales, a y b son positivos, entonces,

1. a®a¥ = a* 1Y

3. (a®)¥ = a™
4. (ab)® = a™b*
5. a® = a¥, s{ y solo si x = y.
Ejemplo 142 Leyes de los exponentes aplicadas a expresiones exponenciales.
1. 2929 = 271y

; b3:r+1b1—3z — b3:r+1+1—3m — b2

I\

3. 3902—31?y32:r+5 — 3x2—31:y+2x+5

4. (106)27” — 10227

5. 10%te10r—ae = 10rtatr—a — (2=
6. (ea+b)2 — o2(a+b) _ 20+2b

7 elatb)® _ ga+2ab+b?

8 <629”2>z2 _ () e %! 1

10=7* (10-2)7 10676 T 10e2t

9. ¥ 3g22%+5 _ 2?—3+22°+5 _ 32742
10. (7T—21:€27.‘_)2r _ (W—z'x)?w (62)2:0 (7_‘_)2$ — g4a® e 2r 42?2z 4
Ejemplo 143 Fuctorizacion de expresiones con exponenciales.
1. 42e73% — 3z%e™3% = 23e73 (4 — 3xz)
2. 3xe® + 2%e® = ze” (3 + )
3. e +2e e ™" (62”’j + 2)

4. 210% — 210% = 210% (z — 1)
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5. $26$+I6$—6$:6I(I2+CL‘—1)

6.
e® (22 — z — 6) " (x+2)(x—-3)
(.T + 2) 62:1873 - (LU + 2) 623373
= (x-13) e (223)
= (z—3)e"e
= (z-3)e37°
Ejercicio 61 Simplifique las expresiones alge- 5. —4e™1 4 6e3”

braicas exponenciales siguientes.
6. 164" + 18¢3*
1. 2e* —2x 1
—1/2 -2t 1/2 ,—2t
2. x3e” + 3x2e” v it f2e72 —2t'/%

3 e’ — xe® 8 —2e72 —2(1—2z)e %
: e2x
107" (42 — 16
/ (e* 4+ 1) —e"e” 9, (42 w+2$)2
. —(ex )2 4(x+2)10

9.1.3 Ciélculos Numéricos con Exponenciales

En la tabla siguiente se presenta algunos valores de la expresién exponencial 2% para diferentes
valores de la variable z,

x| -9 -8|-7]-6|-5]-4]|-3]-2]-1]0
27 | 979 | 978 | 9=T | 9=6 | 9=5 | 9—4 | 9=3 | 9=2 | 9—1 | 90

1 1 1 1 1 1 1 1 1 | L
29 28 27 26 25 24 23 22 21 | 20
1) L) L | L 1 1 1 1 1 1
512 | 256 | 128 | 64 32 16 8 1 2

x| 1|2 3|45 6 7 8 9 10 11
o 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211
2 4| 8 |16|32| 64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

con la tabla anterior y las leyes de los exponentes se realizan cdlculos de una forma simple, estos

ejemplos pretenden ser un predmbulo al conocimiento de los logaritmos. Observe la tabla y note

que los nimeros menores de la unidad, por ejemplo, %, 2—;6, etc., su representacion exponencial

con base 2 tienen exponentes negativos y los nimeros mayores que la unidad, por ejemplo, 8,
256, etc., exponentes positivos; note también que no se obtiene un valor negativo cuando la
expresién algebraica exponencial es evaluada para cualquier nimero real.

Ejemplo 144 Efectie los cdlculos numéricos siguientes con apoyo solo de la tabla anterior.

1.
(69)(32) _ 2% _ g5,

1024 210
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2.
1
3.
-1 s
(27) (27%) (—2048) =
4.
1 92 12
PR (g) =

(2)

(v1024) (2048) "

(512>(128) 27927 = 2

(_2—7) (2—2) (_211) _ 9—T-2+11

22 =4

12
911920 <2>
23

12
21122027 — 9l14+20+12-36
236

27 = 128

_9—4 (28)1/2 9—4
(210)1/2 9-11

_274+474
= op—11 —27 S
= 22— _4

Como se muestra en los ejemplos anteriores, los cédlculos numéricos pueden ser simples,
siempre y cuando cualquier nimero positivo involucrado en las operaciones de multiplicacion,
divisién y potencia pueda ser expresado en forma exponencial con una base en comtn, de tal
forma que las operaciones se conviertan en sumas, restas y multiplicaciéon de exponentes.

9.2 Expresiones Algebraicas Logaritmicas

En la tabla siguiente se encuentran tabulados algunos valores numéricos para

ponencial 27%:

la expresion ex-

x| -6 -5 -4]-3|-2]-1]l0]1]2]3]4]5]°€6

2v | 276 1 975 | 9=4 1 9=3 | 9=2 | 9=1 | 90 | 91 | 92| 93 | 94 | 95 | 96
1 1 1 1 1 1

2 L5 &1 3 3 311 [2]4]8|16(32)64

algunas preguntas que se pueden plantear y contestar con ayuda de la tabla

siguientes.

1. ;Cuadl es el exponente al que se debe
respuesta es: 5, porque,

2. ;Cudl es el exponente al que se debe
respuesta es: 1, porque,

anterior son las

elevar la base 2 para obtener el nimero 327 La
2° =32

elevar la base 2 para obtener el nimero 27 La
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3. ;{Cudl es el exponente al que se debe elevar la base 2 para obtener el nimero 1?7 La
respuesta es: 0, porque,
20 =1

1
4. ;Cudl es el exponente al que se debe elevar la base 2 para obtener el nimero 6—4? La

respuesta es: —6, porque,
1

270 =—
64

5. Generalizando, jcudl es el exponente al que se debe elevar la base a para obtener un
nimero dado, digamos y? La respuesta es: x, porque,

at =y
De una manera formal, una pregunta equivalente a la anterior que es la misma respuesta es,
1. ;Cual es el logaritmo del ntimero 32 con base 2 7 La respuesta es: 5, porque,
2° = 32
2. ;Cuél es el logaritmo del nimero 2 con base 27 La respuesta es: 1, porque,

ol =9

3. ;Cuadl es el logaritmo del nimero 1 con base 27 La respuesta es: 0, porque,

20 =1

1
4. ;Cudl es el logaritmo del nimero 61 con base 2 7 La respuesta es: —6, porque,

Se entiende entonces que el logaritmo de un nimero positivo ¥, con base a, denotado por,

log, y
es el exponente z, al que hay que elevar la base a, para obtener el nimero y, esto es, formalmente,

x

log,y = porque a* =y
En el lenguaje simbdlico la pregunta es simple, tal como:

1. jlog, 327
logy 32 =5 porque 25 =32

2. ;logy 27
logo2 =1 porque 2l =2
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3. jlogy 17
logo1 =0 porque 20 =1
1
4. jloge —7
(1082 64
lo i——6 orque 276—i
g2 64 porq =6
5. jlog, y?

log,y=x<a" =y

Reafirmando, se tiene que, log, y es el exponente (z) al cual se debe elevar la base a
para obtener y.

log,y =2z <« a® =y
——— ——
Forma logaritmica Forma exponencial

El esquema anterior es importante porque permite ver el intercambio de la forma logaritmica
a la forma exponencial, hecho importante para resolver ecuaciones que involucren a la incégnita
en el logaritmo o en el exponencial.
Por definicién, se tiene entonces una propiedad importante de los logaritmos:
alo8a¥ = y

Ejemplo 145 La expresion a'°%«Y =y, puede aclarar su significado en los ejemplos siguientes.

1. 108107 = g

2. TogrT — g

3. eloger = g

/. 6log6(m2+l) — 2241

5. 5lo8s Vorl = Y11

El concepto de logaritmo puede ser aplicado a un nimero o a una expresién algebraica, por
ejemplo,

3

10g3 (.’L’Q + 1) s 10g7 <$ i 1

) ., logy (\/ 32 + 1)
23
z+1

argumento del logaritmo. El argumento del logaritmo se identifica ficilmente. En forma general,

donde las expresiones algebraicas (:(:2 + 1), < ), ( 3x2 + 1) se identifican como el

log,, (expresién algebraica) = log, (argumento)

Ejemplo 146 FEn las siguientes expresiones logaritmicas identifique el argumento.
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1. log, x, el argumento es x.

2. log, (3:1:2 + 2x), el argumento es 3x% + 2z .

23322 + 2 23322 + 2

3. log, el argumento es ——————.
( (x —1)(x+2)

z—1)(z+2)’

2 1)2 2 1)2
4. log, (gn(f_i_z) , el argumento es %

5. log, 2% + 3z, el argumento es 2.

Ejemplo 147 El argumento de una expresion logaritmica puede ser simplificado, por ejemplo,

(@ -1) (@ -4)
R e P R

(z—1)(z+224+1) (z - 2) (z+2)
(x—1)(x+2)
= loga(x+x2+1)(x—2)

9.2.1 Logaritmos con Bases Comunes

La base de logaritmo que se utilizan frecuentemente es a = 10 y a = ¢, esto da lugar a dos tipos
de logaritmos, el logaritmo comin, dectimal o base 10 el cual se se denota omitiendo la base,

logz = loggx
y el logaritmo natural o base e el cual se denota por,
Inz =log, x

Ejemplo 148 FExprese la ecuacion en forma exponencial.

1. log3 81 =4
log; 81 =4 < 3% =81
2. Iny=5
lny=5se =y
3. logg 512 =3
logg 512 = 3 < 83 = 512
4. In(x—1)=4
n(z—-1)=4ee'=2-1
5. In(x+1)=
In(z+1)=2sc=a+1
1
. logigd = =
0. logyg 5

1
logig4 = 5 1642 =4
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7. logx =2
logz =2« 10> =z

8. log(z—1)=4
log(z—1)=2e10=2—-1

Ejemplo 149 FExprese la ecuacion en forma logaritmica.

1. £ =2
ef=2n2==x
1
2 z+1 _
i 2 1 1
o —ohn-=z+1
e 2<:)n2 T+
3. 10% = 1000

10% = 1000 < log 1000 = 3

4. 1074 = 0.0001
107% = 0.0001 < 1og 0.0001 = —4

5. 8112 =9 .
812 = 9 & logg, 9 = 3
6. 3=y
S=yehy=3
7. €057 =t

9% =t o Int = 0.5z
Ejemplo 150 FEwvalie los logaritmos siguientes.

1. log, 8

Sea log, 8 = u, entonces,
logy8 =u &4 =

luego, escribiendo la expresion exponencial con la misma base,
@) = 2
22u — 23
aplicando la propiedad de los exponentes,
a®=ad¥, siysolosiz=y

se tiene que,

M| o W

por lo tanto,
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Se tiene que log, 516 = u, luego,

log 516 =u = (V8)" =16

estd ecuacion se puede expresar,

((23) 1/2)u _ ot

23u/2 _ 24
3
duo _
2
L8
-3
se obtiene finalmente,
1 16 =
Og\/g 3

3. log\a/@ (ﬁ)
Se tiene que logg,/g—2 (ﬁ) =u

logm (\5/1176> —us (332)u:

estd ecuacidon se puede expresar,

(@)7)" = @™

obu/3  _  9—4/5
ou 4
3 5
B 12

“ 25

Por lo tanto,

1 LB
BV \76) T 2

Ejercicio 62 Use la definicion de logaritmo 6. loggz =3
para hallar x.

7. logy2 ==
1. loggz =5
2. logy 16 = = 8 logyz =2
3. logsx =4 9. logx(;:%
4. log0.1 ==z 1
5. logs 243 = = 10- logz 3 = 3

Ejercicio 63 FEwalie las operaciones siguientes.
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1. logs 625 — logs 125

2. logy 192 —log, 3
3. 10g12 3 + 10g12 48
4. log, 81%2

N

1
log 5 + Zlog8—10g4

Propiedades Fundamentales de los Logaritmos
1. El logaritmo de "1" en cualquier base es "0".
log,1=0;logl =0;In1=0
2. El logaritmo de la base es "1".
log,a=1;logl0 =1;lne=1
3. El logaritmo de la base elevado a cualquier potencia es igual al exponente.
log, a® = x; log10” = x; Ine® =

4. Por definicién, log, x es el exponente al que debe ser elevado a para obtener z.

x X
alogax =z 1010g10 =z 6lne =

Leyes de los Logaritmos
Seaa>0,a#0ya#1. Sea A>0, B >0y r cualquier nimero real, se tiene,

1. log,(AB) = log, A+ log, B

Fl logaritmo del producto de nimeros es la suma de los logaritmos de los nimeros.

A
2. log, (B) =log, A —log, B
El logaritmo del cociente de nidmeros es la diferencia de los logaritmos de los nimeros.

3. log, (A") =rlog, A

Fl logaritmo de la potencia de un nimero es el exponente multiplicado por el logaritmo
del niimero.

Errores tipicos

Tenga cuidado con las expresiones siguientes.

1. No confunda la expresién,
log, (A + B)

con la expresion,
log, A+ log, B

No se aplica la ley distributiva al argumento de una expresién logaritmica, es decir, es
falso que,
log, (A+ B) =log, A+log, B
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2. No confunda la expresién,
log, (A — B)

con la expresién,
log, A —log, B

Es falso que,

log, (A — B) =log, A —log, B

lo é
ga B

3. No confunda la expresién,

con la expresién,

log, A
log, B
Es falso que,
log <A) _ log, A
“\ B log, B
4. No confunda la expresién
log,, (A")
con la expresion,
(log, A)"

es falso que,
(log, A)" =rlog, A

el significado correcto de esta iltima expresion, si r es entero, es,

(log, A)" =log, Alog, A---log, A =log}, A

T veces

por ejemplo,
(log, A)* = (log, A) (log, A) = log} A

log, A? = 2log, A

Una expresion logaritmica se puede presentar en forma compacta (combinada) o expandida
(desarrollada) al aplicar las propiedades de los logaritmos, en lo ejemplos siguientes se presentan
ambas formas y se muestra como se aplican estas propiedades.

Ejemplo 151 Utilice las leyes de los logaritmos para expandir o desarrollar las expresiones
stquientes.

1.

log z3y8 = logz® + logy®
N—_——
Forma compacta
= 3logz +6logy
—_——

Forma expandida
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log — = logab—log V¢
~—

c1/3

1
= loga+logh— glogc

107 . r 2 4
log <x( ) = log10” —log [z (z* + 1) (z* +2)]
log 10¢=xz
= z— [logz +log (z° + 1) + log (z* +2)]
= :B—log:v—log(m2+1)—log(m4—|—2)

" 2 +4 B ln[ z? +4 }1/2
(z2+1) (23 —-7) (22 4+ 1) (23 — 7)?

! [(x2 +:E12) ?;::’: 7)2]

[In (22 4+ 4) = In (22 + 1) (2 - 7)7]

N~ N~ N~ N~

[In (2 +4) — (In (2* + 1) + 2In (2* - 7))]

In (2 +4) ~ 5In (2% +1) ~In (2%~ 7)

Ejemplo 152 Utilice las leyes de los logaritmos para compactar o combinar las expresiones
stquientes.

1.
1
4logx — 3 log (22 +1) +2log (z — 1) = logz®* —log (2* + 1)1/3 +log (z — 1)?
Forma expandida
4 -1 2
= log re—) 3(x )
2+ 1
Forma compacta
2.
1
3logs + 3 logt —4log (£ +1) = logs®+ logt'/? — log (t* + 1)4
s34/t
= log———
(t2+1)
3.

%ln(2m+1)+%[ln(m—4)—ln(az4—x2—l)] =
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(23: + 1)1/3 (.Z' _ 4)1/2

= (x4—x2—1)1/2
1 2z +1)vVr —4
= In
Vat —az? -1
3 z—4
= In \/(2£U+].) m
4. x—In(1+4+¢%)
r—In(l+¢") = zlne —In(1+e")
Ine=1

= Ine”" —In(1+¢€")

6.17

- Im—
e

Ejercicio 64 Utilice las leyes de los logarit- 7. log 24
mos para expandir las expresiones siguientes. ' 4

1. logy (5/7) 3
2. In(e/x) 8. In <y3 ﬁ>
3. 10g11 \g./m
. e3\/x? 4+ 1
4. logg (z/y") 9. In 2B+
5. Inzx(x+1)(x+2)
1590—1
T 10. 1
6. log, <y322> 083 (x (z —1) Yz — 1>

Ejercicio 65 Encuentre la forma compacta de las expresiones siguientes.
1. log (22 — 4) + log (z + 2) — log (2* — 8z + 16)
2. (x2 + 1) Inx
3. §lnx —2In (1 —1—1:2)
2

4. log (z* — 16x) + log (2% + 10z + 25) — log (2° — 41z* + 400z)
5. Inz — 22

6. x —logx — log (:c2 + 1) —log (ac4 + 2)

7. %10g(2x +1)+ % [log (z — 4) — log (z* — 2% — 1)]

8. %bg (2% —4) — log (z + 2)
9. %bg (x+1) —log (z* + 1)

1
10. 4logx — glog (2> +1) + 2log (z — 1)
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Ejercicio 66 Aplicando las leyes de logaritmos y dado que log, x =2 y log,y = 3, determine:

1. log, (zy

)
2. log, <3lc>
3. log, (¥/z &)
4. log, (xlog“(ys))

Formula de Cambio de Base

El célculo del logaritmo de un nimero con base 10 y con base e estd incluido directamente en
todas las calculadoras cientificas, cuando se desea calcular el logaritmo de un nimero con base
diferente a las anteriores, esto es, una base no comun, se recurre a lo que se conoce como cambio
de base.

Sea por ejemplo, a la base comiin y sea b la base no comin, se desea determinar el logaritmo
del nimero N en base b, esto es, log;, IV.

Se propone que x sea ese valor del logaritmo, esto es,

logy N =z

luego,
logg N=2x<b"=N

a partir de la ecuacién en forma exponencial y tomando logaritmo con base a en ambos lados
de la ecuacién, aplicando las propiedades de los logaritmos, se tiene,

log, b®* = log, N
zlog,b = log,N &z =

log, b
log, N logN InN

logg N = = =
©8b log, b logb Inb

Esto es, el logaritmo de cualquier nimero N en base no comin (b) es igual al logaritmo de N
con base comun (a) dividido entre el logaritmo de b en términos del logaritmo de base a. El
ejemplo siguiente aclara la utilidad de esta férmula.

Ejemplo 153 Determine el logaritmo de 250 con base 5.
Se tiene N = 250, base no comiin b = 5; base comin a = 10. Aplicando la férmula de cambio
de base,
log 250
log 5
2.3979

0.69897
logs 250 = 3.4306

logs 250 =

el mismo resultado es obtenido si se utiliza otra base de logaritmo, por ejemplo.
In 250

Inb5
5.5215

1.6094
logs 250 = 3.4308

logs 250 =
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Ejercicio 67 Utilice la férmula de cambio de 6. log < 1 >
base para calcular los logaritmos siguientes. 40 24/10
5
1. logg 3.58 7. logy 10
2. logg, 9 8. log, 516
1
3. logy 6 9. logg,/@ (W)
4. log% 100 3
10. log 475 ()
5. log, 3e 9

9.3 Ecuaciones Exponencial y Logaritmicas

En una ecuacién exponencial o logaritmica la variable o incégnita forma parte del argumento
de la expresion logaritmica o exponencial, algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones son,

22— 16
102t 4+3 = 0
e 2 (:1:2 - 1) =0
logs (32 +1) =3 = 9
log(z—1)(z+1) = 0

al resolver este tipo de ecuaciones se debe tener presente la equivalencia,

log, x = & a’ =z
€a ) { )
Forma logaritmica Forma exponencial

o para recordar,

exponente

logy,,.«. argumento = exponente < base = argumento

9.3.1 Ecuaciones Exponenciales

La idea principal al resolver ecuaciones exponenciales es aislar la expresién exponencial que
contiene la incégnita de un lado de la ecuacién, convertir la ecuacién exponencial a su forma
logaritmica con la equivalencia anterior, el propésito de este proceso es "bajar" la incégnita
del exponente y despejarla. Un método alterno implica tomar el logaritmo a ambos lados de
la ecuacién, aplicar las leyes de los logaritmos y finalmente despejar la incégnita; los ejemplos
siguientes aclaran este proceso.

Ejemplo 154 Resuelva la ecuacion exponencial y pruebe la validez de la solucion obtenida.
1. 1+6%5 =09,
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14657 = Aislar el exponencial
6°*=9—1 Simplificar
6°¢ =8 Convertir la ecuacidn a la forma logaritmica

657 = 8 < logg 8 = 5 Despejar la incdgnita
logg 8

T = — Para evaluar, cambio de base
1log8

TrT=-
5log6

La comprobacion se lleva a cabo en la ecuacion original, asi se tiene,

146 =9

evaluando primero el término 5z, se tiene,

!
5 <°g568> ~ logg 8

14 619868
148 = 9

Ne)

2. 14 6% =9. Un método alternativo para resolver la ecuacion exponencial es el siguiente.

146 =9 Aislar el exponencial
6°* =91 Simplificar
6°* =8 Tomar el log a ambos lados de la ecuacion

log 6°* = log8  Aplicar las leyes de los logaritmos
5rlog6 =log8 Despejar la incégnita

- llogS
~ 5log6

El logaritmo que se aplique para bajar la incdgnita del exponencial puede ser log o In.

3. el=42) _9 =

6(174Z) — 2
In2 = 1-4x
1-1In2 = 4z
1—1In2
x fr—

4

al comprobar en la ecuacion original, evaluando primero el argumento de la funcion expo-

nencial,
1—In2

(14;5):14(

al sustituir este valor se tiene,

):11+ln2:ln2

€1n2 — 2
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4. =70 = —80 (1 — e~ 02)

% — 1 _ 02
1 —0.2t
- — —e .
8
1
In 3 = Ine 0%
1
1 1
t = In -
—-0.2 8
t = 5In8
5 e 3 =0
e = 0
Ine3* = In0
-
no existe

la ecuacion no tiene solucion. Cualquier ecuacidn exponencial del tipo,

aargumento =0

no tiene solucidn real o a®9%m¢™ no puede ser cero.
6. 4ade 37 — 3ze™3* =0

4z3e737 — 3zt = 0
factorizar
23e™3% (4 —3z) =
e 33 (4—32) =

N—_——
factores nulos

e 3% no puede ser cero
22 = 0—-2=0
(4-3z) = 0—-x= 3

Otra forma de resolver es, como e~3% £ 0, se puede dividir toda la ecuacion original entre
e 3% se obtiene,

423 — 324
(4 -3z) = 0

I
o

dando la misma solucion.
Comprobacion:

Paraxz =0

4 (0)3 673(0) -3 (0)4 673(0)
41(0)1-3(0)1 =
0 =0
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4
P ==
ooz =g

AN 4\*
2 o3 g (2 @)
4<3> e 3(3) e 0

256 4, 256, 4
) mge) = 0
0 = 0

lo cual prueba que ambas soluciones satisfacen la ecuacion.

7. 2210% — 2107 = 2 (10°)

Ya que 10% # 0, se divide toda la ecuacion entre 10%,

2?10” — 210" 2(10%)
T T
-z = 2
22—z —-2 = 0
(z+1)(z—-2) = 0
(r+1) = 0—zx=-1
(x—2) = 0—z=2
Comprobacion:
Para x = —1
(-1)?107' = (-1)107" = 2(107")
111
10 10 5
2 1
0 5

Para x =2

(2)°10% — (2)10*> = 2(10%)
400 —200 = 200

lo cual prueba que ambas soluciones satisfacen la ecuacion.

8 e*—12¢e"—-1=0

En este tipo de ecuaciones no es posible aislar el exponencial, ya que existe un término
constante. En este caso el proceso conveniente se describe a continuacion.

Multiplique la ecuacion por €, para cancelar e™*

e’ (ez — 127" - 1= 0)
reescribiendo la ecuacion,
e _12—¢" =

2T % —12 =

() —e* =12 = 0
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con el cambio de variable z = e se obtiene una ecuacion cuadrdtica en términos de z que
puede ser resuelta por factorizacion,

2—2-12 = 0

(z—=4)(z+3) =0
(z—4) = 0—2=4
(z43) = 0—2=-3

en términos del exponencial, €*, se tiene,
z = 4—e"=4—x=1In4
z = —3—¢e"'=-3—-x=In(-3)

cuya unica solucion es x =1n4, ya que In (—3) no existe.
Comprobacion:

Para x =In4

e’ —12e7" -1 = 0
et _12e7 41 = ¢
ehl4 _ 126111(1/4) _ 1 — O
1

4—-12(-]—-1 = 0

(3)
4-3-1 =0

lo cual verifica la solucién obtenida.

Ejercicio 68 Resolver las ecuaciones expo- 9. 571 =12

nenciales y comprobar la solucidn obtenida.
10. (3%)" % =81

1. 10 =25
6—2z =7 11. (

2l7r =3
12, 7% =7

13. 3ze® + z%e® =0
14. e +2 % =3

2e12e _ 17 15. 2% 4 xe® — e =0

ST S N TR
)
w
g
|
—
2o

9" 2 — 16. e* —6e * =1

9.3.2 Ecuaciones Logaritmicas

Una ecuacién logaritmica es aquella en la que la incégnita se encuentra en el argumento del
logaritmo; para resolver este tipo de ecuaciones es necesario aislar los términos de logaritmo en
un lado de la ecuacién, enseguida obtener la forma compacta de la expresién logaritmica aislada,
obtener la forma exponencial de la ecuacién y resolver para la variable o incégnita de interés,
finalmente verificar la solucién obtenida.

194



9. Excponenciales y 1ogaritmos

Ejemplo 155 Resuelva las ecuaciones logaritmicas siguientes.

1. logy (x—3)—3=0
logy (x —3) =3 Aislar el término logaritmico

logy (x —3) =3 23 =2—3 Obtener la forma exponencial

r=224+3=11 Despejar la incégnita
Comprobacion:
Para x =11
logg(x —3)—3 = 0
logy (11-3)—3 = 0
logob8—3 = 0
3—-3 =0

2. logy (x —3) —logy (x —5) —1=0

logy (x — 3) —logy (x — 5) =1 Aislar los términos con logaritmo

-3
log, a: F = 1 El término logaritmico en forma compacta
T —
-3 -3
log, x =1s2l= r—o Obtener la forma exponencial
x—5 T —95
r—3=2(x—5) Despejar la incégnita
z—3=2x—-10
x=7T7
Comprobacion:

Parax =7

logy (x —3) —logy(z—5)—1 = 0
logy (7—3) —logy (T—5)—1 = 0
logs4 —logs2 -1 = 0
2—-1-1 =0
lo cual verifica que x =T es solucion de la ecuacion dada.
3. log, (x +6) =2
log, (x+6) = 2
2 = 46
-z -6 = 0
(x—=3)(x+2) = 0
(x—3) = 0—2=3
(r+2) = 0—-z=-2
El valor de x = —2 no cumple con la definicidn de logaritmo, la base no puede ser negativa.
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Comprobacion:

Para x =3

log, (x +6) = 2
logz(3+6) = 2
10g3 9 = 2

Lo cual verifica que la 1inica solucion de la ecuacion es x = 3.

4. log; (6x +1) +log; (x +2) =1

log; (6x + 1) +logy (z+2) = 1
log; (6x +1)(z+2) = 1
™= (6z+1)(z+2)
62>+ 13z —5 = 0
2z +5)(Bx—1) = 0
5
(2z+5) = O—>m=—§
1
Jx—1) = 0 = -
3z —1) —T=g
Comprobacion:
st x = —g, el argumento del logaritmo es negativo
x = g, ambas expresiones log; (6z + 1) y logy (z +2) ewisten. La tnica solucion de la
ecuacion
log; (6 + 1) +logy (x +2) =1
es T = 3.

5. log, (x +4) 4+ 2log, (x — 3) —log, (v —2) =2

Ing (.Y,' + 4) +2 logx (.%’ - 3) logz ( 2) =
log, (z +4) + log, (z — 3)* —log, (x —2) = 2
log, (z +4) (z —3)* —log, (x —2) = 2
4
o, T
-2
T r
r—2
(x+4)(z—3)?2 = 22(x—2)
(x+4) (2> —62+9) = 2°— 227
—15x+36 = 0
12
r = —
5
Comprobacion:
Six = %, en la expresion
2log, (x — 3)

el argumento es negativo, el logaritmo no estd definido. La ecuacidon no tiene solucion.
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Ejercicio 69 Resolver las ecuactones logaritmicas y comprobar la solucion obtenida.

~

. log (3z+5) =2

2.2-In(3-2)=0

3. logy 3+ logy x = log, 5 + log, (z — 2)

4. 2logz =log2 + log (3x — 4)

5. logy (22 —z—2) =2

6. logg (x —5) +1logg (x+3) =1

7. In(z—-1)+In(z+2)=1

8. log, (z +4) +2log, (x — 3) — log, (z —2) =2

9. 2logx = 6log 2
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Capitulo 10

Sistemas de Ecuaciones No Lineales

Un sistema de ecuaciones no lineales es un conjunto de dos o més ecuaciones en el que al menos
una ecuacién es no lineal, por ejemplo,

Az"+ By™+C =0
Dz"+Ey°+F=0

es un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas en las variables z, y ; si al
menos uno de los exponentes: n, m, r, o s, es diferente de "1"; donde A, B, C, D, Ey F
son nuimeros reales. La solucién de este sistema de ecuaciones es un par ordenado (z,y) que
satisfacen simultdneamente ambas ecuaciones.

Para resolver un sistema de ecuaciones no lineal, se puede recurrir al método gréfico o a un
método algebraico, como los vistos en el Capitulo 8. Para aplicar el método grafico utilizaremos
GeoGebra.

10.1 Graficas de Ecuaciones con GeoGebra

Algunas comandos bédsicos de GeoGebra ya se han revisado en los Capitulos 7 y 8.

Ejemplo 156 Utilizando GeoGebra determine la solucidn por el método grifico del sistema de
ecuaciones no lineales siguiente.

—2? +4r —y= -8
22 —2x—y=0

Dar clic en el icono @de GeoGebra. Teclear en el campo | Entrada: |

1. —2? 4+ 4z — y = —8 dar enter, se desplegara la grifica en la Vista Grifica.

2. 22 — 2x —y = 0 dar enter, se desplegara la grifica en la Vista Grifica.

. . A . - - - 2
3. Dar clic en el icono y seleccionar el {cono de interseccion E

4. En la Vista Grifica, seleccionar y dar clic a cada una de las grdficas, en la Vista Algebraica
se desplegara la solucion o intersecciones de ambas grdficas, etiquetada con los puntos A
y B, como se muestra en la Figura 38.
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= Conica
9 i +4x-y=-8
@ dix?-2%-y=0

= Punto
2 A=(4,8)
@ B= (_1, 3)

Figura 38. Vista Algebraica, Ejemplo 156.

La grafica del sistema se muestra en la Figura 39

/

/ —2? —dx > y=—8

Figura 39. Solucion grifica, Ejemplo156.

5. GeoGebra acepta como entradas de ecuaciones sus formas explicitas, esto es, despejadas
para y, o sus formas implicitas como se dan en este ejemplo. La forma explicita de este
sistema de ecuaciones no lineales, que es aceptada en la entrada de GeoGebra es,

y=—2%+4r+38
y=ax? -2z

Las gréficas y la solucién de los sistemas de ecuaciones no lineales que se dan més adelante
se generaron mediante GeoGebra.

10.2 Solucién de Sistemas de Ecuaciones No Lineales

10.2.1 Meétodo Grafico

Cada ecuacién de un sistema no lineal de 2 x 2, dos ecuaciones con dos incégnitas, representa
una curva en el plano zy, cuando ambas ecuaciones se grafican en el mismo plano, puede ocurrir
que,

1. Las gréaficas de las ecuaciones se intersecan o cortan en uno o mds puntos, entonces, el
sistema tiene una o mds soluciones.

2. Las gréaficas de las ecuaciones no tiene puntos de coincidencia o de corte, entonces, el
sistema no tiene solucién.
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En los siguiente ejemplos se utiliza GeoGebra para encontrar la solucién de los sistemas de
ecuaciones no lineales.

Ejemplo 157 Encuentre la solucion grifica del sistema de ecuaciones no lineales.

—224+3x+5—-y=0
—x—2y+6=0

Para aplicar el método graifico, se reescriben las ecuaciones resueltas para y,
y=—-2>+3x+5
1
=——x+3
Y=
ambas ecuaciones se grifican en el mismo plano,

Ay

(—0.5,3.25)

Figura 40. Solucion grifica, Ejemplo 157.

En la grifica de la Figura 40 se muestran los puntos en las cuales las grificas de ambas
ecuaciones se intersecan, estos puntos son: (—0.5,3.25) y (4,1).

Ejemplo 158 FEncuentre la solucion grifica del sistema de ecuaciones no lineales.
y=+vz+2
r4+y=4

reescribiendo la seqgunda ecuacion del sistema, y = —x + 4, graficando ambas ecuaciones en el
mismo plano, ver Figura 41. La solucion obtenida es (2,2).

\\“’U
y=-—-r+4
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Figura 41. Solucion grifica, Ejemplo 158.

Verificando la solucidn obtenida en el sistema original,

2=+v2+2
2+2=4

la cual satisface a ambas ecuaciones.
En los sistemas de ecuaciones no lineales de 2 x 2, en el que se tiene una ecuacién lineal y
una ecuacién cuadrdtica, tales como,
y=3 y=4z+3 y=2r—1
y = —3z% + 6z y=—3z2+6z+1 y=-3z2+6z+1
Su solucién grafica puede ser representada con uno de los tres casos que se muestran en las
Figuras 42 a 44.

A Y

-

y— 3460 \T I
\ /

Figura 42. Una

Solucién. Figura 43. Sin Solucién. Figura 44. Dos Soluciones.

Para un sistema de ecuaciones no lineal de 2 X 2, en el que ambas ecuaciones son cuadraticas,

tales como,
y=222+1 y=2z+1 y=22% -1
y=—322+1 y=—4224+6x—1 y = —42% + 6z
Su solucién gréfica puedes ser representada en un de los tres casos que se muestran en las Figuras
45 a 47.
/ by
' Y= 2r/—1

!

T _/

[N

Figura 45. Una Solucién. Figura 46. Sin Solucién. Figura 47. Dos Soluciones.
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Ejercicio 70 Determine la solucion grifica- 6 v —z+1=0
mente de los sistemas dados a continuacion, " Sr—3y—2=0
utilice GeoGebra.
1 y=2%2-9 " 2?2 +dr —y=—4
2 +y=3 T y—22—4x+3=0
g V' =0-u y=a%—22+1
y=a+l 8 y=a3+22-2x+1
5. TV
© oy = a2 9 —y+a3—x+1=0
© —y+432+42=0
y=4r — 2> +38
4- y =22 — o2 .
y— —
_ .3 10. T
5. Y=° y—22+4=0

r—y=14

10.2.2 Meétodo Algebraico

Para resolver sistemas de ecuaciones no lineales de 2 x 2, se utilizan procedimientos analogos a
los utilizados en los sistemas de ecuaciones lineales. La idea principal es reducir el sistema de
dos ecuaciones a una ecuacién con una sola incégnita y resolverla, posteriormente, encontrar la
incégnita cancelada en cualquiera de las ecuaciones equivalentes obtenidas, se recomienda llevar
un control de las ecuaciones al numerarlas como se indica en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 159 Resuelva con el método por sustitucion el sistema siguiente.
EFl:y=+vz+2
BE2:x+y=14

1. Despejar una incdgnita de una de las dos ecuaciones del sistema; estd es la incégnita que
deseamos eliminar o cancelar. Despejar y de E2, que es la ecuacion mdas simple.

E3:y=4—z

2. Sustituir la incdgnita despejada en la otra ecuacion, simplificar y resolver la ecuacion para
la incdgnita no eliminada. Sustituir E3 en E2, simplificar y resolver para x,

4—x = Vo+2
(4 —z)? T 42
22 —8x+16 = z+2

@ —9z+14 = 0
(=7 (z—-2) = 0
Ozr=2
Oez="7

r—2 =
r—7 =

3. Sustituir el valor o los valores obtenidos en el paso dos en la ecuacion del paso uno,
simplificar y resolver. Sustituir el valor obtenido para x =2 yx =T en E3, y obtener el
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par ordenado.

= 4-2=2-(2,2)
y = 4—7=-3-(7,-3)

4. Verificar que la solucion satisface el sistema de ecuaciones. Sustituir cada par ordenado
en el sistema original.

Para (z,y) = (2,2)
Fl : y=vzr+22=V2422=2
E2 . z4y=4242=44=14
Para (x,y) = (7,-3)

El : y=vVz+2e -3=V7+2& -3#2
E2 . z4y=4T7-3=4<4=14

Por lo tanto, la solucion del sistema es sdlo (2,2).

Ejemplo 160 Resolver el sistema de ecuaciones no lineales por el método de igualacion.

El : —1122+ 152 —y+40=0
E2 : 0122405z —y+15=0

1. Despejar la misma incdgnita de cada una de las ecuaciones del sistema, estd es la incdgnita
que deseamos eliminar. Despejar de E1 y E2 la incdgnita y.

E3 : y=—-112%+ 152+ 40
F4 : y=0.122+05z+15

2. Igualar ambas ecuaciones despejadas para la misma incdgnita, simplificar y resolver la
ecuacion para la incégnita no eliminada. Igualar las ecuaciones E3 = E4, simplificar y
resolver para x,

1122 +1.52+40 = 0.122 +0.5z + 15
1222 —2—-25 = 0

resolviendo por férmula general, a = 1.2, b= -1, ¢c = —25

—(-D=+ \/(—1)2 —4(1.2)(=25) 1411
2(

1.2) 24
1411
= = 5
1 24
1—11

3. Sustituir los valores obtenidos en el paso dos en cualquiera de las dos ecuaciones despejadas
para la incdégnita eliminada. Al sustituir en la ecuacion E3, se tiene,

204



10. Sistemas de Ecuaciones No 1ineales

Para x =5
y = —1.1(5)°+1.5(5)+40
20
la solucidn es (z,y) = (5,20).
Para x = —4.1667
y = —1.1(—4.1667)% + 1.5(—4.1667) + 40
= 14.652
la solucidn es (z,y) = (—4.166 7,14.652).
4. Verifique que la solucion satisface el sistema original de ecuaciones.
Para (5,20)
El : —1.1(5)*+15(5)—20+40=0—-0=0
E2 : 01(5)%405(5)—20+15=0—0=0
Para (—4.166 7,14.652)

El @ —1.1(=4.1667)% +1.5(—4.1667) — 14.652 + 40 = 0 — 4.2222 x 10~ = 0
—_——
~0
E2 : 0.1(—4.1667)% +0.5(—4.1667) — 14.652 + 15 = 0 — 7.8889 x 10™* = 0
—_———

~0
por lo tanto, ambas soluciones satisfacen al sistema original.

Ejemplo 161 Resolver el sistema de ecuaciones no lineales por el método adicion y sustraccion.

El : 3224624+3y—7=0
E2 : 2z4+3y—3=0

1. Multiplicar una ecuacion o ambas ecuaciones por constantes adecuadas, para que los coefi-
cientes de la incdgnita a cancelar sean los opuestos. Multiplicar E2 por (—1), para eliminar
en ambas ecuaciones el término lineal de y,

(~1)E2: -2z —3y+3=0

2. Sumar E1+ (—1) E2, al sumar verticalmente se tiene,

El : 322 + 62 + 3y — 7 = 0
(- E2 - 2z — 3y + 3 =0

32 +  4x -4 =0
al resolver estd ltima ecuacion,
30 +4r—4 = 0
(x4+2)Bz—2) = 0
(z+2) = 0—-z=-2
(3z —2)
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3. Sustituir los valores obtenidos para x en cualquiera de las ecuaciones del sistema original.
Sustituyendo en E2 resolviendo para y, se tiene,

Para x = -2
2(~2)+3y—3 = 0
yo= o (27)
Para x =2/3
2(2/3)+3y—3 = 0
y o= 5 @/3.5/9

4. Verificar la solucion obtenida en el sistema original.
Para (—2,7/3)

El : 3(—2)2+6(—2)+3(>—7—0—>0—0
E2 2(—2)+3<>—3_0—>0_0

Para (2/3,5/9)

2\ ? 2 5
2 5

E2 : 2 - =-3= =
(2) +3(2)-s=0-0-c

Por lo tanto, ambas soluciones satisfacen al sistema original.

Ejemplo 162 Resolver el sistema de ecuaciones no lineales siguiente.

El : 22 +4+4*=18
E2 : 2?24y —dz—4dy=—6
En este tipo de sistemas de ecuaciones, los procedimientos revisados no cancelan inmediata-

mente una incégnita, se recurre a una combinacion de procedimientos para resolver el sistema,
el ejemplo siguiente aclara este punto.

1. La operacion E1— E2 cancelan los términos cuadrdticos en ambas ecuaciones, dando lugar
a la ecuacion E3.

E1 2+ 9P = 18
(-1) E2 —2?2 — Y 4 dr + 4y = 6
E3 c + 4y = 24

2. De E3 resolvemos para y, obteniendo la ecuacion F4.

24 — 4z
4

Ed:y= —6—ux
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3. Sustituir la ecuacion obtenida, F4, en E1 o E2; sustituyendo en FE1, simplificando y

resolviendo.
2%+ (6 — )
222 4 36 — 122
222 + 18 — 122
2 (z — 3)?

4. Sustituyendo x = 3 en la ecuacion F4, se tiene,

y:

La solucion del sistema es (3,3).

5. Verificando la solucion en el sistema original.

32 4 32
324+ (3)2—4(3) —4(3)

= 18
= 18
=0
= 0—-2x2=3
6—3
= 18 - 18 =18
= —6——6=-6

Lo cual verifica que la solucion obtenida satisface al sistema original.

El proceso que el lector debe aplicar para resolver un sistema de ecuaciones no lineales,
depende de la forma en que se presente el sistema de ecuaciones y la facilidad que el lector
tenga para simplificar directamente el sistema o simplificarlo mediante una combinaciéon de

procedimientos, como en el ejemplo anterior.

Ejercicio 71 Aplicando el método algebraico
de su preferencia, determine la solucion, si ex-
iste, de los sistemas de ecuaciones no lineales
stguientes.

y = 144 — 22
1. 1
y=48+§x2
2
T = L +1
2 y—1
R
=
5 322 -2y +7=0
C 2y —22-8=0
4r—6=0
4,
6y —6y —12=0
322 -3y =0
5.
3z +3y*=0
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11.

322 -2y =0
—2z4+2y=0

4
_ﬁzo

—2x
— +2=0
e

2?2+ y? —8r—4y—44 =0
2?2 +y? — 6z + 10y — 16 =0
2?4+ 9% — 4w — 2y = 20
2?4 y? — 122 + 2y = —12






Capitulo 11

Funciones Reales

El concepto de funcién es de gran utilidad al estudiar la dependencia que existe entre dos
cantidades, esa relacién se establece mediante una regla de correspondencia entre nimeros o
variables reales, lo que da lugar a funciones reales, de interés en este capitulo.

11.1 Funcién

Una funcién f es una regla de correspondencia entre elementos de dos conjuntos, tal que a
cada elemento del primer conjunto (A), llamado dominio, le asigna un elemento y sélo uno del
segundo conjunto (B), llamado contradominio, codominio, imagen o rango; este concepto se
puede visualizar mediante el diagrama de conjuntos de la Figura 11.1

f

Figura 11.1: Concepto de funcién mediante un diagrama de conjuntos.

f es una regla que asigna a cada elemento x en el conjunto A exactamente un elemento,
llamado f (z), en el conjunto B. La funcién establece una relacién entre subconjuntos de R, de
tal forma que las funciones siguen las propiedades de los nimeros reales.

Establecer una funcién f consiste en dar su dominio (el conjunto A), su rango (el conjunto
B) y la regla de correspondencia por medio de la cual a cada elemento a del conjunto A se le
asocia el elemento b = f (a) del conjunto B.

La notacién b = f (a) indica que la regla de correspondencia se aplica al elemento a para
convertirlo en elemento b, es decir, b es la imagen de a en B. Por ejemplo, la Tabla (11.1) ilustra
la relacién que existe entre elementos de los conjuntos A y B; la regla asigna al elemento 1 de
A el elemento 2 de B, el elemento 2 de A le asigna el elemento 4 de B, y asi sucesivamente, en
forma simbdlica se denota por f : 1 — 2, la regla general: al elemento x de A se le asigna el
elemento 2x de B, estas asociaciones se esquematizan en el tabla.

En notacién funcional estd regla se expresa como,

f(z) =2z
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A | B | f asigna
112 [1+—2
2 |4 |2—4
316 |3—6
4 |8 |4+—38
T |2z | x+— 22

Tabla 11.1: Correspondencia de elementos en conjuntos

o en notacioén de ecuacion,

Yy =2

Por lo general, cualquier elemento del dominio de la funcién se le denota como "x", se le
conoce como la variable independiente; cualquier elemento del rango o contradominio como

"y", se le conoce como variable dependiente.

Otras letras de alfabeto utilizadas para identificar funciones son: g, h, etc., dando lugar a
funciones en la variable z, tales como, g (z), h(x), etc. La notacién f(x) se lee: "f" de x,
enfatiza que la variable independiente es x o que la funcién esta escrita en términos de x, no
significa f multiplicada por x.

Otra forma de visualizar el concepto de funcién es mediante el diagrama de bloques de la
Figura 11.2, en la que se establece una correspondencia de entrada (input) y salida (output),

Regla de
Correspondencia
Dominio A Rango B
a —_— f | b= fla)
imput output

Figura 11.2: Concepto de funcién mediante un diagrama de bloques (input-output).

O mediante el diagrama de méquina de la Figura (11.3), aquf la funcién toma el papel de
una méaquina que transforma entradas posibles (dominio de f) en salidas posibles (rango
de f).

este tipo de diagrama de mdquina es 1til para visualizar de forma clara la operacién de
composicién de funciones.

Algo méas Las funciones proporcionan informacién de indole muy variada, por ejemplo, in-
formacién financiera, econémica, de negocios, etc. Tal informacién se puede visualizar mediante
una ecuacién o férmula, conocida formalmente como modelo matematico; una funcién puede ser
representada mediante una tabla de valores numéricos para la variable independiente y depen-
diente, como en el ejemplo anterior, esto es, pares ordenados (z,y); por tultimo, las funciones
tienen una representacion gréfica en el plano (par ordenado) o en el espacio (terna ordenada) lo
cual da oportunidad de visualizar la gréfica de la funcién y determinar algunas caracteristicas
importantes.
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Materia prima (entradas posibles)
xr

f Forma de procesar
(regla)

T

Producto (Salidas posibles)

Figura 11.3: Concepto de funcién mediante un diagrama de méquina.

11.1.1 Dominio y Rango

A menos que el dominio de una funcién no se exprese en forma explicita se puede determinar
mediante algunas reglas simples. Si se conoce las entradas posibles se puede establecer las salidas
posibles o rango.

Establecer el dominio de una funcién consiste en determinar los valores de entrada posibles
de la variable independiente, que den valores de salida posibles de la variable dependiente, por
lo tanto, el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales para los que la férmula tiene
sentido y define un mimero real.

Reglas para encontrar en dominio de una funcién real, si la funcién f tiene alguna de estas
formas:

numerador . . .
1. f = ————————, sin problemas de procesamiento numérico en el numerador; se establece
denominador
que el denominador# 0.

2. f = "¥radicando, se establece que el radicando> 0.

numerador
3. f= .

Vradicando

que el radicando> 0.

PY/radicando

denominador

, sin problemas de procesamiento numérico en el numerador; se establece

, se establece dos condiciones:

(a) radicando> 0
(b) denominador 0

El dominio de f se encuentra en la interseccién de los dos conjuntos que resultan de
las condiciones a y b.

5. f = "™P¥/radicando
radicando es un nimero real, el radicando puede ser positivo, negativo o cero.

6. f numerador
. = - B
"ry/radicando

tablece que el radicando# 0.

sin problemas de procesamiento numérico en el numerador; se es-
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"ry/radicando

denominador

7. f =

, se establece que denominador 0.

Ejemplo 163 Determine el dominio y el rango de la funcion f (x) = 2x + 5.

La entrada posible de x puede ser un niumero positivo, negativo o cero, entonces el dominio
de la funcion es el conjunto de los reales (R). La salida posible que se produce es de igual forma
un nudmero positivo, negativo o cero, por lo tanto, el rango es R.

Ejemplo 164 Determine el dominio y el rango de la funcion g (z) = Pt
T —
Aplicando la regla 1, el denominador no puede ser cero, esto es,

x—2 # 0
Tz # 2

El dominio de g (x) puede ser expresado como:
1. En notacion de conjuntos, x puede ser cualquier nimero real excepto 2, se escribe,

Dominio: R — {2}

2. En forma de desigualdad,
r<2,2<x

3. En forma grifica,

4. En forma de intervalo,
(—OO, 2) U (27 OO)

La funcidon g (z) produce todos los niimeros reales menos el 0, es imposible obtener el cero,
ya que no hay algin valor de x que sea solucion de,

El rango es entonces, y # 0 o también: (—o0,0) U (0, 00).

Ejemplo 165 Determine el dominio y el rango de la funcion h(z) = Vx — 3.
La raiz cuadrada existe siempre y cuando (x — 3) sea positivo o cero, aplicando la regla 2,

z—3 > 0
r > 3
El dominio es,
35T . 2>34[3,00)

3

El rango de h (z) se puede determinar probando la entrada x = 3, asi que la salida es,

el valor de la funcién h(z) para valores mayores de 3 crece indefinidamente, de tal forma que
el rango es, y > 0 o0 [0, 00).
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.7)2

(x —2)(x+3)°
El numerador de la funcién f (x) admite cualquier valor de x en R; el denominador segin
la regla 1 no puede ser cero, asi que el producto,

Ejemplo 166 Determine el dominio de la funcion f (z) =

(z—2)(z+3)#0
entonces,

(x—2) # 0ex#2
(x+3) # 0= ax#-3

El dominio de f (x) se encuentra restringido por los valores de x que puede tomar el denomi-
nador, ast,
Dominio de f (z): x#2, x # -3

en forma grifica,
r<—3 —3<x<2 2<zx
@] o
-3 2

en notacion de desigualdad,
—o<r< -3, -3<r<2;2<r <0

o en notacion de intervalo: (—oo,—3) U (—3,2) U (2, 00).

Ejemplo 167 Determine el dominio de la funcion f (z) =

Aplicando la regla 4.
En el numerador: x+4>0& x> —4

° v>—4
—4
En el denominador: v —3#0< x #3
<3 0223
3

Las entradas posibles estan restringidas por el valor de x en el denominador, el dominio de f (z)
se encuentra en la interseccion de los dos intervalos, esto es,

[—4,00) N{(—00,3) U (3,00)} = (3, 0)

de forma grifica la interseccion de los intervalos es,

por lo tanto,
Dominio de f (x): x >3 < (3,00)

(:(:4—4)2
Vaz =9

Aplicando la regla 8, la forma factorizada de la funcion h (z) es,

Ejemplo 168 Determine el dominio de la funcion h(z) =

(Jc+4)2
(x —3) (z +3)

h(z) =
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El numerador de la funcion h (z) admite cualquier valor de x en R, el dominio estd restringido
por el valor del denominador, segun la regla 3 el radicando debe ser positivo, esto es,

(z—3)(x+3) >0

La desigualdad anterior establece que los valores de la variable deben ser tal que el producto
de los factores sea positivo; de forma simple, el producto de los dos factores es positivo cuando
ambos son positivos o cuando ambos son negativos, para resolver este tipo de desigualdades es
importante determinar los valores de la variable donde la desigualdad sea cero, este valor se
conoce como valor critico.

(x—=3)(z+3) = 0
(x+3) = 0& ax=-3 valor critico

(r—3) = 0&2x=3 walor critico

Los valores criticos dividen la recta numérica en tres intervalos abiertos, ya que el valor variable
debe ser x # £3, el andlisis de los signos se indica para cada intervalo y son determinados al
tomar un valor de prueba en cada intervalo, por ejemplo, en el primer intervalo se toma como
valor de prueba x = —4, ast que el signo de primer factor (x —3) < 0, el signo del sequndo factor
(z +3) <0, ast que el producto (x — 3) (x + 3) > 0, como se indica en el diagrama siguiente,

r<—3 | —3<z<3 3<x

==+ -3 (=) (H)=(=) 3 (=)

De forma similar se obtiene el signo en los otros dos intervalos.
En conclusion, los intervalos en los cuales el producto de los dos factores es positivo,

< -3 (—o0,—3)

3<z s (3,00)
por lo tanto,
Dominio de h(x): (—o0,—3) U (3, 00)
Ejemplo 169 FEncuentre el dominio de la funcion dada por,

1
22—z

flx) =

f no estd definida si el denominador es 0 (regla 1). Por lo que se debe excluir los valores de x

tales que,
-z = 0
z(z—-1) = 0
z =0
r =1
En notacion de conjuntos el dominio de f es,
{zlz #0, x # 1}
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Ejemplo 170 Encuentre el dominio de,

T — 2
g estd indefinida si el denominador O (regla 4),
22-3z = 0
z(z—-3) = 0
=0
= 3

ast que se debe excluir x =0 y x = 3. Ademds, g no

por lo que se debe tener en el numerador,

T —2

T

AVARLY,

el dominio de g es,

{z|x>2 z+#3}

Ejercicio 72 Determine el dominio de las
funciones siguientes, en cada caso de su re-
spuesta en forma: gréfica (recta numérica), de

desigualdad y de intervalo.
L f@)=3@-2)%+1
z+1
2. =
) =2
T+ 2
3. =
9(2)=3—
V4 2
4. h(z) = _vrtz
222 + 6z + 4
4
T
5. f(x) =

22+
6. h(x) =+2zx -5
7. f&)=+vVx -7

8 g(x)—2m2_'\_/i_1
9. f(z) = \/x:t_+39
10. h(z) = V22? — 52 — 3
1. g(z)=(x+1)""'Vz+5
12. h(z) = /z —8
13. f(z) = V2% —6x

1

1

15. f(z) = m;”im_)(i

vV 2
16. f(x):a:?’ 2:133;—333

define un nimero real si x — 2 es negativo,

Ejemplo 171 Para la grifica de la funcion f (z) dada en la Figura 11.4, determine el dominio

y el rango.

El dominio y el rango de una funcion se identifica de forma facil y clara por su grifica, ver
la Figura 11.4, la grdfica de f (x) muestra que los valores de x admitidos se encuentran en el

intervalo [1,4], los cuales producen valores de salida en el intervalo [2,6], entonces,

Dominio: [1,4]; Rango: [2,6].
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6 Y

Rango | ,|

N
v 2
]
0 T -
-2 -1 1] 1 2 3 4 5
n «———» T
D()?'n.?,?'.’,?,()

Figura 11.4: Grafica de f (z).

Figura 11.5: Dominio y rango de f ().
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Ejemplo 172 Determine el dominio y el rango de la funcion f (x) dada en la grifica de de la

Figura 11.5. El dominio y el rango es,

Dominio

Rango

Ejemplo 173 Utilizando GeoGebra grafique la funcion f (z) y determine su domino.

f(x)

Vo4 2
(z—3)(z+1)

Dar clic en el icono Q de GeoGebra. Teclear en el campo :
f(x) = sqri(x+2)/((x-3)(x+1)) dar enter, se desplegara la grifica en la Vista Grifica f ()
(Figura 11.6).El dominio de la funcion es: —2 < x, © # —1, © # 3 o en forma de intervalo

lly

3

-
-----

-1

-2

I
r
]
1
)
1
1
L}
]
[]
]

pp——

Figura 11.6: Dominio: —2 <z, z # —1, & # 3. o también [2,1) U (—1,3) U (3,00)

2,1) U (~1,3) U (3,00).

Ejercicio 73 Determine el dominio y el rango
de las funciones siguientes, use la aplicacion
de GeoGebra, en cada caso de su respuesta en
forma: grifica (recta numérica), de desigual-
dad y de intervalo.

L f(z)=3—-2)%+1

z+1
2 flay="2
T+ 2
?).g(x)zgx_6
4 h(z)= Y12 Vo +2
Yo 6r+4

A
> f(m):x2+x76
6. h(z)=+v2x—5
7. f(x)=vVx -7
i g<$):2x2£—1
9. f(r)= Y2
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13. f(z) = V22— 6z 15, f(a) = o1
¢ —2—6

1 V2
14. h(x)_m 16. fl2)= 35— 5=

11.1.2 Funcién Definidas por Partes

Una funcién definida por partes es una funcién compuesta por dos o més reglas de correspon-
dencia cada una asignada en una parte del dominio de la funcién. La grafica de una funcién por
partes es una curva a trozos, la forma general en que se presentan este tipo de funciones es,

fi(z) si z € dominio 1
fo(z) si z € dominio 2
fa)=1
fn(x) si z € dominion
El nombre de la funcién es f, la variable independiente es x, la funcién definida por partes
tiene n reglas de correspondencia, la regla fi se aplica si el valor de z se encuentra en el dominio

1, la regla fo se aplica si el valor de = se encuentra en el dominio 2, ..., la regla f,, se aplica si
el valor de = se encuentra en el dominio n.

Ejemplo 174 Sea f (z) la funcion definida por partes.
22+ +1 si < -—1
fx)=< 22+2 si —l<zx<1
2z St z>1
Bualie f(x) en f(3), f(0), f(=1) y f(1).

La funcion por partes esta compuesta por tres funciones, cada una valida en el dominio
indicado, como se indica.

fi(z) si x<-—1
f@)=<X fo(z) si —1<z<1
fa(z) si x>1
En un diagrama de recta numérica, se presentan las funciones (f1, fa, f3) y su dominio.
fa(x)=23+2
f1(z)=222+2+1 ° —1<z<1 o f3(z)=2x

rz<—1 r>1

Para f (3), x = 3, este valor estd en el dominio de fs, por lo tanto,

fB)=2(3)=6
Para f(0), . =0, este valor estd en el dominio de fa, por lo tanto,

F0)=(0°+2=2

Para f(—1), x = —1, este valor esta en el dominio de f1, por lo tanto,
(1) = 2(=1) 4 (-1) +12
= 13

Para f (1), x = 1, este valor estd en el dominio de fa, por lo tanto,

f2(1) = 1342
= 3
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Ejercicio 74 FEvalie las funciones siguientes en los valores indicados.

22 4+2x si z<—1
f@)=2-2; h(x)=22+4; gx)={ = si —l<x<l1
-1 st 1<z

S S e
Q
—

= |

~—
—
~—

o

—_—~ ~
& EE L

+ +

> <

—

il

S—

© %
Q @ - >
ATA
.
~—
+
Q
—~
=)
=

10. g

Ejemplo 175 Trace la grifica de la funcion f, definidas por partes.

ro={ 4 uiE,

z+1 st 1<z

Utilizando GeoGebra la funcidn por partes puede graficarse con la instruccion siguiente.

1. Dar clic en el icono @de GeoGebra. Teclear en el campo :

=1 <1 1 1< 1
f(l') f(d(Jl‘anio Zyvfdomm;ro 27@)
fi(z) fa(z)

En la Ventana Grifica, Figura 11.7,se muestra la grifica de cada parte de la funcion f.

A

Y

Figura 11.7: Ventana Gréfica de GeoGebra.
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i
1Y

4 3 2 1 |o1 2 3 4 5

Figura 11.9: Gréfica de una funcién por partes.

2. Para asignar a cada parte de la grdifica el valor de x que esta incluido o no, teclear en el
campo | Entrada;_|: A=point(f) y B=point(f), lo cual crea puntos etiquetados como A y B
que pueden ser desplazados a los largo de la grifica, para modificar el estilo del circulo,
relleno o hueco, segiin corresponda con el dominio de cada parte de la funcion, redefinir
las propiedades, el estilo y el tamano del circulo. La grdifica que resulta de este proceso se
muestra ensegquida, Figura 11.8.

Ejemplo 176 Trace la grifica de la funcion g, definidas por partes.

x> St < —1
glz)y=¢ >+1 si —-1<x<1
T st 1<z

La grifica, Figura 11.9, que se da a continuacion se gemero con GeoGebra siguiendo las
instrucciones del ejemplo anterior.

Ejercicio 75 Trace las grificas de las funciones definidas por parte siguientes con el uso de

GeoGebra.

2 .
—T st <0
J'f(x)_{x+1 si x>0
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:1:—!—23: St < —1
st —1l<ax<1
z>1
St z <0
m+1 st 0<z<2
m—2 St T > 2
st < —1
st x> —1
- St z <0
T
9. g(x) = x3 si 0<x<2
(x—2)% si  x>2

11.2 Algebra de Funciones

Las funciones pueden combinarse mediante operaciones algebraicas para dar lugar a nuevas
funciones. Por ejemplo, dos funciones se pueden sumar, restar, multiplicar o dividir para formar
una nueva funcién de forma andloga como se suman, restan, multiplican o dividen nimeros
reales. La evaluacién de una funcién en otra funcién es otra forma de obtener nuevas funciones,
a este tipo de combinacién se le conoce como composicién de funciones.

11.2.1 Combinaciéon de Funciones

Sean f y g funciones con dominios A y B, respectivamente. Se tienen nuevas funciones en x y
sus dominios, ver Tabla 11.2, por:

Combinacién Dominio
(f+9)(x)=Ff(x)+g(z) | ANB
(f-9)(x)=f(x)—g(x) | ANB
(f9) (z) = f(z) g (z) ANB

£\ oy - £ @) ) )
<g>(x) g (z) { EAﬂB|g()7$0}

Tabla 11.2: Combinacién de funciones

Estas combinaciones tienen sentido si x es un nimero en el dominio de ambas funciones, esto
/(@)
g ()

es, £ es un numero que estd en el dominio de la AN B. La combinacién tiene sentido si x

estd en el dominio de ambas funciones y si g (z) # 0.

Ejemplo 177 Combine las funciones f y g, determine su dominio. Sea f (x)
Va4 — 22
El dominio de f (x)

=Vzyg(r) =
=./z, es x > 0, en la recta numérica:

0<z
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La funcion g (z) = V4 — 22 = \/(2 — ) (2 + 2), tiene sentido si
2—-2z)24+x)>0

los wvalores criticos x = 2 y x = —2 dividen la recta numérica en tres intervalos abiertos, el
andlisis de los signos se indica para cada intervalo.

r<—2 —2<x<2 | 2<x

(H)(=)=(=) —|2 () (+H)=(+) 2 (5)H)=(=)
El intervalo en el cual el producto de los dos factores es positivo,
—2<zr<2s[-2,2]

en la recta numérica:
—2<<2

-2 2

La combinacion de funciones y su dominio son:

Combinacion Dominio

(x) = f—i—«/ —z)(2+2z) [0,00)N[-2,2] =0,2]
(z) = —/2—-2)2+=x) [0,00)N[-2,2]=]0,2]

(f +
(f -
(z) = f\/ 2—2)(2+2) [0,00) N [-2,2] = [0,2]

9)
9)
f9)
i Ve o0) N[~ =
<g —z)(2+2) [0,00) N [~2,2] = [0,2)

/\

En la combinacion <f> (z), g(z) #0, lo cual se cumple si x # 2.
g

Ejercicio 76 Dadas las funciones f (z) = © — 5. h(zx+1)—2
2 y h(z) = 2244; encuentre las combinaciones
stguientes: 6. h(z)
f(z)
L f(z)h(z) 7. f(a) - 2h(a)
2. h(—x) 8. h (2V/2)
f(x)
" h ) 9. (f (@)
4. 2f (—z)+1 10. f (2?)

11.2.2 Composicién de Funciones

La composicién de funciones permite obtener una nueva funcién a partir de evaluar una funcién
en otra funcién, estd operacién se puede visualizar en el diagrama de conjuntos de la Figura
11.10; f asigna al elemento = de A el elemento y = f () de B, g asigna al elemento y de B el
elemento g (y) = g (f (x)) de C, de forma simbdlica estd funcién composicién se denota por,

(gof)(x)=g(f(2)=9v)
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go f={(go f)(x) = g(f(z)) = g(y)

Figura 11.10: Composicién de Funciones.

La composicién de funciones, g composicién f se denota por go f, f composicién g por fog,
lo cual significa:

gof = (gof)(z)=g(f())
fog = (fog)(z)=f(g9(x))

En la composicién go f primero se aplica la funcién f luego la funcién g, en este caso la funcién
interior (f) es la que se evalia primero, después la funcién exterior (g). En la composicién fog
la funcién interior ahora es g y la funcién exterior es f. La composicién de funciones por lo
general no es conmutativa.

En la triple composicién,

(fegoh)(x) = f((g(h(2))))

primero se evalia la funcién interior h, la salida de h es una entrada para g; la salida de g
es una entrada para la funcién f.

Ejemplo 178 Si f (z) = z+1, g(z) = 2% y h () = 22 +2, calcule la composicion (ho go f) (z)
enx =1.

Para evaluar (hogo f) (1) primero se evalia f (1), la salida es la entrada para evaluar g, y
la salida de estd funcion es la entrada a la funcion h; este proceso es claro cuando se esquemdtiza
con el diagrama de mdaquinas de la Figura 11.11. En forma simbdlica es,

(hogo f)(1) = FM))
1+1)))
)

h(g ((
h(g ((
= h
h
h

(
(
(

Q@ Q@
[\

(

(

(
(2%)
(4)
= 4242
= 18
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1;’;(4) =18
Figura 11.11: Triple composicién.

Ejemplo 179 Determine la composicion (f o g)(z), si f(x) =22 -1y g(z) =22+ 3.

Para obtener la composicion (f o g)(x), alimentar primero x a la funcion g, la salida es
2 + 3, estd es la entrada a la funcion f para obtener la salida 4z + 122 + 8. En notacion de
funcion es,

(fog)(x) = f(g(x))
f(2x+3)
(2¢+3)? -1
422 + 122 +9—1
= 422 +122+38

Ejemplo 180 Dadas las funciones siguientes, determine la composicion (f o g) (z) y (go f) (z).
1. Sea f(x) = 3z —1, g(x) = bz

(a) (fog)(x)=flg(x)) = f(52) = /3 (5z) —1 = Y15z — 1
(b) (go f)(x) =g(V3z —1) =53z~ 1

2. Sea f(z) = ii—?, g(z) = a3
.1‘3
(@) (fog) (@)= (g(a)) = f () = 5t

W o @ =@ =g (T2) - (22) - 2

3. Sea f(x) =221, g(x) = { :ET—l-l
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3
(a) (fog)(x)—f(g(x))—f<3$;1>—2<3$;1> =2 (T i

x5 — 3 3
(b) <gof><x>=g<f<x>>:g<zx3_1):§/(22l)+1: w

Ejemplo 181 Dadas las funciones siguientes, evalie la composicion (f o g) (z) y (go f) (z) en
los valores indicados.

1. Sea f(x) = 3x—1, g(x) = bx

Ejercicio 77 Dadas las funciones: f(x) =2%—1; g(z) =3z+2; h(z) = 22 +3z; j (z) = v —2;
k(z) = > +4;yt (z) = Vo —3. Obtenga:

1 k+t
2. (f+9)h
3. jh+ gh

4. (f+g)ot
5 foh+goh
6. j(k(t(x)))

Ejercicio 78 Dadas las funciones siguientes, determine la composicion (f o g) (z) y (go f) (z).

x z+3
1f)= 2 gy = T2
1 1
2. f(x):;,g(x):x&
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3 flx)=vr+1,glx)=2-1.

b @) = o o) = @+ 1)

5. fx) = V&, g(x) = 22

11.3 Comportamiento General de Funciones

En esta seccién se presentan los conceptos importantes que se presentan en el estudio de las

funciones.

11.3.1 Funcién Creciente y Decreciente

En Figura 11.12 se presenta la gréfica de la funcién f (x), el comportamiento es parecido al de
una "Montana Rusa", con subidas y bajadas a medida que se avanza de izquierda a derecha por
el eje z, se dice en el lenguaje matemdtico que la funcién f es creciente (asciende) cuando la
curva sube y decreciente (desciende) cuando la curva baja.

A fu

I

Figura 11.12: Intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién f (z).
El comportamiento grafico de la funcién f (x) muestra que la funcién f:

1. Es creciente en los intervalos [z1, 23], [x3,z4], [T5, Z6]; ¥

2. Es decreciente en los intervalos [z2, 3], [%4, T5], ¥ [%6, Z7].

Como en la "Montania Rusa", después de subir se tiene que bajar, alcanzado un maximo de
altura; de igual forma, después bajar se tiene que subir alcanzando una altura minima. Este
comportamiento es similar al que se presenta en la funcién f de la Figura 11.12, la funcién
tiene valores maximos y minimos de f, localizados en los intervalos donde f cambia de compor-
tamiento.

El comportamiento grafico de la funcién f (x) muestra que la funcién f:

1. Tiene un méximo en un valor de x = ¢, cuando la funcién pasa de creciente a decreciente;

2. Tiene un minimo en un valor de x = ¢, cuando la funcién pasa de decreciente a creciente.

226



11. Funciones Reales

Como se muestra en la gréfica de la Figura 11.12, las coordenadas de los minimos son:

(z3,y3) vy (v5,9s5)

y de los méximos:
(2,y2), (z4,94) v (v6,Y6)

En notacién simbdlica se dice que la funcién f en un intervalo I que contenga a x1 y 9, €s,

creciente, si f (z1) < f (x2), siempre que 1 < Z2;

y es,

decreciente, si f (z1) > f (x2), siempre que 1 < xa.

11.3.2 Interceptos con los Ejes

Existe la posibilidad de que el trazo de la gréfica de una funcién corte o cruce los ejes coordenados,
estos se les conoce como interceptos en sus respectivos ejes, el conocimiento de estos valores son
de gran apoyo para la graficacién de funciones y algunos conceptos de aplicacion.

El intercepto x (abscisa al origen), es el valor donde la curva de f (z) cruza al eje z, para
encontrar el intercepto z, resuelva la ecuacion,

f(z)=0

El intercepto y (ordenada al origen), es el valor donde la curva de f (z) cruza al eje y, para
encontrar el intercepto y, evalie,

y = f(0)
Ejemplo 182 FEncuentre los interceptos con el eje x y con el eje y de la grifica de la funcidn
f(z) =23 —9z.
Interceptos con el eje y,
F(0)=0"=9(0)
f0)=0

esto es, la curva de f (x) cruza al eje y en la coordenada (0,0).
Intercepto con el eje x,

flx) =0
-9z = 0
z(x-3)(x+3) = 0

ast que los valores donde la grifica corta al eje x son: 0, —3, 3; sus coordenadas respectivas son;
(0,0), (=3,0), (3,0). En la Figura 11.13 se presenta la grdfica de la funcion.

Ejercicio 79 Describa el comportamiento 3. f(z) = a3 — 22
general de las funciones: intervalos de crec- aa 9
imiento, extremos relativos. Utilice la apli- 4. h(z) =327 —do

cacion de GeoGebra. . B (z —4)
L @)= —fet2l+3 A Ty
2. h(x)=—/25— a2 6. f(z)=(x+2)?%-2
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J\fu

Figura 11.13: Interceptos con los ejes.

7. fx)y=23+22 -1  Vr+2
9. flz)=—~
10. g (x) = 21_$

8. f(z)=vz+2 ' x

11.3.3 Razén de Cambio Promedio

La razon o tasa de cambio promedio (rep o tep) es la pendiente de la recta secante (msgec) que
corta a la curva de f entre dos puntos. Por ejemplo, como se muestra en la Figura 11.14, la
curva de f (z) es cortada por las rectas secantes Ly y Lo.

La pendiente de la recta secante L1, es,

T

/

Figura 11.14: Razén de Cambio Promedio.

Ay
L= Ry
_ [(@)— f (@)
ro — I
Y2 — Y1
rcp =
Tro — X1
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La pendiente de la recta secante L, es,

Ay
e T Aw
_ [(ws) — f ()
T3 — T4
Ys — Ya
rcy = @ —————
r3 — T4

Ejercicio 80 Se da la grifica de un funcion g (z), en la Figura 11.15.

oy =yg(x)

Figura 11.15: Funcién por partes.

Determine:

1. Evaluar g (—6), g(=3), g(1), g(z) = =2, g(z) = 1
2. El dominio y el rango de la funcidn, utilice notacion de intervalos.
3. Los intervalos en los que g es creciente y en los que g es decreciente.

4. Determine la tasa de cambio promedio de la funcion g entre los valores dados por los
puntos:

(a) Entre A y B
(b) Entre D y E

11.3.4 Funcién Inversa

Una funcién f (x) es uno a uno si la grafica de f pasa la prueba de la recta horizontal, esto es,
una recta horizontal desplazada en direccién del eje y corta a la grifica de la funcién en un solo
punto a lo largo de su desplazamiento.

Si la funcién f (x) es una funcién uno a uno entonces f (z) tiene funcién inversa f~! (z). Si
f tiene dominio A y contradominio B, entonces su funcién inversa f~! (z) tendrd dominio B y
contradominio o rango A.

En términos simples, se dice que la funcién inversa, f~! (), hace lo "contrario" de f (x),
por ejemplo, si f (x) convierte a en b, entonces la funcién inversa, f~! (), convierte b en a.

Una propiedad que satisface la funcién inversa es la propiedad de cancelacion:

229



Introduccion al Calenlo Diferencial- Un Curso Bésico de Algebra y Funciones
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La gréfica de una funcién uno a uno, f (z), tiene coordenadas (z,y), la grafica de su funcién
inversa, f~! (x), tiene coordenadas (y, ), que resultan de la reflexién de las coordenada (z,y)
sobre la recta y = .

La forma simple de obtener la funcién inversa es:

1. Escriba y = f(x).
2. Resuelva la ecuacién para = en términos de y, si es posible.

3. Intercambiar z y y.

La ecuacién resultante es y = f~1(x).

Ejemplo 183 Determine la funcion inversa, f~1 (z), de f (z) = 2z +6.
Siguiendo el procedimiento anterior.

1. Escribay = f(x), y=2x+6

-6
2. Resolver para x: © = yT

r—6
2

3. Intercambiar: y = %

Una forma de comprobar es:

,entonces, f~1(z) =

o @= @) = (1(25°)) =2(552) +6 -
(FreN@= (@) = ere) =TI 0_,
Ejemplo 184 Encontrar la inversa de f (z) = "”52_ ;
Siguiendo el procedimiento.
1. Escribay = f(z), y = x52_ 5

2. Resolver para x: x = /2y + 3

3. Intercambiar: y = </2x + 3, entonces f~1 (z) = /2 + 3

Comprobacion:

5 z 57 . B
(Fof ) (@) = (f (V25 F3) = V2FI =3 243-3 |

2 2

(e s @=(r (“’”52‘3)) - 52(x5;3)+3:e/m:x
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11.4 Funcion Lineal

Una funcién lineal tiene la forma,

f@)=mz+0

donde m y b son numeros reales, con m # 0. La funcién lineal tiene la misma forma que la
ecuacion de la recta escrita en su forma pendiente-ordenada,

y=mzx+b

Donde b es la ordenada al origen; m es la pendiente de la funcién lineal se interpreta como una
razon de cambio definida por la razén del desplazamiento vertical al desplazamiento horizontal,
en otras palabras, lo que se eleva a lo que se avanza o recorre horizontalmente en el plano xy,
esto es,

) desplazamiento vertical elevacion
pendiente = - - =
desplazamiento horizontal avance
Ay
m =
Ax

La pendiente m en la funcién lineal es constante a lo largo de la linea recta.
11.4.1 Funcién Constante
Si en la funcién lineal el valor de la pendiente es cero, se obtiene la funcién constante.
fx)=0b
La funcién constante tiene la misma forma que la ecuacién de la recta horizontal,

y=>

11.5 Funciéon Cuadratica
Una funcién cuadratica tiene la forma,

f(x)=az’+bx+c

donde a, b, y ¢ son nimeros reales, con a # 0. La funcién f (x) se conoce como la forma general
de la funcién cuadrdtica, los términos (t) se identifican de la siguiente manera,

2
T) = azr + bx + c
t. cuadrético t. lineal t. constante

Note que si a = 0, se obtiene una funcién lineal; si a = b = 0 se obtiene la funcién constante.
La forma estdndar de la funcién cuadratica es,

f@)=a(z—h)?+k

donde,
b
h = —
—2a
ko= f(h)
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definen las coordenadas del vértice de la pardbola que describe la funcién cuadrédtica. Recuerde
que si a > 0, la pardbola abre hacia arriba (ramas hacia arriba), si a < 0, la pardbola abre hacia
abajo (ramas hacia abajo). Con el conocimiento del vértice se puede determinar los intervalos
de crecimientos, el valor minimo o méximo de la funcién cuadrdtica, estos se conocen como
extremos relativos.

Ejercicio 81 Para la funciones cuadrdticas 9. g(x) =22 22 +2
dadas a continuacion, determine: las coorde-

. i _ 2
nadas del vértice V (h,k); la ordenada al ori-  10- f@)=—(x+2)"+38
gen o intersecto con el eje y, (0,y); la abscisa
al origen o intersectos con el eje x, (r1,0) y
(22,0); los extremos relativos; la forma estdn-
dar o la forma general de la funcion cuadrdtica

11. f(z)=-3(x—1)?+1

12. h(z) =222 +2—6

segiin corresponda; y bosqueje su grifica. 13. f(z) =622 +120—5
— 2
1 f(z) = -2+ 6z -5 14. g(z) =22 -8z +38
1
2. g(x)=—-2>-22+6 1\2 1
2 15. f(x)z(x—i—) - -
) 2 4
3. h(z)=2z*—-4z -1
1 _ .2
4. g(z) =322+ 62— 1 16. f(z)=1-6z—=
5. h(z)=(z—3)2—9 17. g(x) =2(z+2)*+3
6. = (z+4)?2—-16 1\?
f@)=(@+4) 18.h(x):—4<$—|—2> 44
7. t(z) = 2%+ 8z
8. f(z)=—(z—5>2+25 19. f(z)=—(z—5)*+25

Ejercicio 82 Para la funcion:
g (x) =3 —4a — 42
responda si las siguientes afirmaciones son falsas (F) o verdaderas (V). Justificar su re-

spuesta

1
1. . La funcion crece en el intervalo <—oo, —>.

2

La funcion decrece en el intervalo (0,2).
. La grifica abre hacia arriba.

. El valor mdzximo de la funcion es f (z) = 4.

1
La pardbola corta al eje x en 5 ¥ 5

La grifica pasa por el punto (1, —6).

000000

La forma estandar de la funcion es:
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Ejercicio 83 Determine la tasa de cambio promedio de f (z) = x + 4z, en el intervalo x1 = 2
ax9 = 3.

Ejercicio 84 Determine los intervalos de crecimiento (C) y decrecimiento (DC) de f(z) =

—2? 4+ 42 — 3.

11.6 Funcion Racional

El cociente de dos polinomios, tal como:

P(x) Anx" + ap_12" 1+ a1z + ag
CQ(x)  bp@™ + by @™ 4+ by + by

da lugar a una funcién racional, el subindice n es el orden del polinomio del numerador y el
subindice m es el orden del polinomio del denominador. Por ejemplo,

203 — 22+ 1
22 —4

fla) =

donde P (z) = 22% — 2241 es un polinomio de orden n = 3; Q (x) = 22 — 4 es un polinomio
de orden m = 2, este cociente de dos polinomios forma una funcién racional. El dominio de
la funcién racional se encuentra aplicando la regla 1, por lo tanto, el dominio de esta funcién
consiste de todos los niimeros reales tales que Q(x) # 0, esto es, x # —2 y © # 2.

Para entender el comportamiento grifico de las funciones racionales se presenta en la Tabla
11.3 siguiente la notacién de flechas.

Simbolo | Significado
x — aT | z se aproxima a a por la derecha

T —a” T se aproxima a a por la izquierda
T — 00  va a mas infinito; esto es, x aumenta indefinidamente

T — —o00 | x va menos infinito; esto es, x disminuye indefinidamente

Tabla 11.3: Notacién de flechas

"z se aproxima" significa que "z" toma valores sucesivos cercanos a "a", sin ser "a". La

n.n

"—" da la idea de esa aproximacion, y se puede decir que el valor de "x" tiende a "a".

11.6.1 Asintota Vertical

La recta x = a es una asintota vertical de la funcién racional f(x) si f(x) — oo conforme

x—at

ozx — a . La Figura 11.16 muestra este comportamiento.
Las asintotas verticales en las funciones racionales son las raices reales del polinomio de-

nominador que no sean raices del numerador.

11.6.2 Asintota Horizontal

La recta y = b es una asintota horizontal de la funcién racional f (z) si f (x) — b conforme
r — 00 0 x — —o0o. La Figura 11.17 presenta este comportamiento.
Sea la funcién racional

P(z)  apa™+ 12" 1+ -+ a1z + ag
Q@) by + by 1™ - 4 by 4 b

Considere que P (z) y @ (z) no tienen factores comunes, luego:
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r— a

-
Asintota Vertical X

Ir=a

7(@) = —oo

Figura 11.16: f (x) = o0 cuando x — a por la izquierda o por la derecha.

Ay

Asintota Horizontal
f(x) —b y=> flz) —b

Figura 11.17: f(z) = b cuando # — £o0. La Asintota horiontal es y = b.
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1. SiQ(r) =0y P(r) #0, z = r es una asintota vertical.

Esto es, r es la raiz del polinomio del denominador, pero no es raiz del polinomio del
numerador.

2. Sin < m, entonces f (x) tiene una asintota horizontal y = 0 (eje x).

a
3. Si m = m, entonces f (v) tiene una asfntota horizontal y = —~.

bm

an y by son los coeficientes de los términos de mayor potencia de la variable.

4. Si n > m, no hay asintota horizontal, esta puede ser, oblicua o curva.

Ejemplo 185 Determine las asintotas verticales y horizontales de la funcion racional f () =
223

23 — 4z’
Al factorizar la funcion,

223 222
ey e Y ) Bl peg ¥ pegra)

se presenta una discontinuidad o hueco en © = 0, ya que se cancela el factor comin del
numerador y denominador, la coordenada del hueco es:

2(0)°

S ]

=0— (0,0)

Las raices del polinomio del denominador son x = +2, las cuales son las asintotas verticales
de f (x).

Aplicando la consideracion 3, n = m, el orden polinomio del numerador y denominador es
2, ya que

222
a
cona=2,b=1, por lo tanto la asintota horizontal es y = 7= 2. En la Figura 11.18 se
presenta las caracteristicas determinadas de esta funcion racional.

11.7 Transformacion de Funciones

La combinacién y la composicién de funciones son operaciones algebraicas entre funciones para
obtener nuevas funciones, de la misma forma las grédficas de la funciones resultantes son trans-
formadas. Una transformacién sucede cuando la grafica de una funcién original se desplazada
vertical o de forma horizontal, se refleja de forma horizontal o vertical, etc.; para obtener una
nueva grafica de una funcién que guarda las caracteristicas de la funcién original.

11.7.1 Desplazamientos Verticales
Sea f (x) y sea ¢ un numero positivo (¢ > 0). Con la transformacion,

g(x)=f(z)xec

se obtiene una nueva funcién g (x), cuya gréfica resulta en un desplazamiento vertical de la
grafica de f (z) en ¢ unidades hacia arriba para,

g (@) =[f(x)+c
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A

y

151

10

-——————N-—
w
S

Figura 11.18: Caracteristicas de una funcién racional.

o en ¢ unidades hacia abajo para,
h(z)=f(z)—c
En un desplazamiento vertical sélo la ordenada cambia, esto es, (z,y +¢) o (z,y — ¢), au-
mentando o disminuyendo su valor.

11.7.2 Desplazamientos Horizontales

Sea f (x) y sea h un ndmero positivo (h > 0). Con la transformacién,

g(x)=f(z—h)

se obtiene una nueva funcién g (z), cuya grafica presenta un desplazamiento horizontal de la
gréafica de f (z) en h unidades hacia la derecha. Con la transformacion

g(x)=[f(x+h)

la grafica de la funcién se desplaza horizontalmente h unidades hacia la izquierda. En un
desplazamiento horizontal sélo la abscisa cambia, esto es, desplazamiento horizontal a la derecha:
(z 4+ h,y) o desplazamiento horizontal hacia la izquierda (z — h, y).

11.7.3 Reflexién Horizontal

Con la transformacion,
g(x)=—f(2)

se obtiene una nueva funcién g (), cuya grafica resulta de una reflexién de cada coordenada de
la grafica de f (z) en el eje horizontal. En una reflexién horizontal sélo la ordenada cambia, esto

€s, (LU, _y)
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11.7.4 Reflexién Vertical
Con la transformacion,
g(x)=f(-2)

se obtiene una nueva funcién g (z), cuya grafica resulta de una reflexién de cada coordenada de
la gréfica de f (z) en el eje vertical. En una reflexién vertical sélo la abscisa cambia, esto es,

(—:L‘,y).

11.7.5 Alargamientos y Acortamiento Vertical

Con la transformacion,
g(z) =cf (z)

se obtiene una nueva funcién g (x) cuya gréfica de g (x) resulta de:

1. Si ¢ > 1la grafica de f (x) se alarga verticalmente por un factor de ¢, esto es, la ordenada
de cada punto sobre la curva f (z) cambia ahora a cy.

2. Si0 < ¢ <1, la grafica de f(x) se acorta verticalmente por un factor de ¢, esto es, la
ordenada de cada punto sobre la curva f (z) cambia ahora a cy.

Esto es, en un alargamiento o acortamiento vertical sélo la ordenada cambia su valor,
aumentando o disminuyendo por un factor de ¢, esto es, («, cy).

11.7.6 Alargamiento y Acortamiento Horizontal

Con la transformacion,
g(x) = [ (cx)

se obtiene una nueva funcién g () cuya grafica de g (x) resulta de:

1. Sic > 1lagrafica de f (z) se acorta horizontalmente por un factor de ¢, esto es, la abscisa

x
de cada punto sobre la curva f (x) cambia ahora a z/c, esto es, (7, y)
c

2. Si0 < c<1,lagréfica de f (z) se alarga horizontalmente por un factor de 1/¢, esto es, la

T
abscisa de cada punto sobre la curva f (z) cambia ahora a x/c, esto es, (7, y)
c

Ejercicio 85 Bosqueje la grifica de la fun- 6. f(z)=—05(z—4)°
cion, mo mediante la graficacion de puntos,

_ 3
sino con la grifica de una funcion estindar y 7. h(z)=(2z+1)"+2

aplicando transformaciones. Utilice GeoGebra 1
para corroborar sus resultados. 8. f(z)= 2+ 1
1
— 3 —
1. f(z)=2">—4 9. g(z) —ﬁ—?)
1 _
2. h(z)=—+2 10. hiz) = — 5 —
z (x +4)
1
3. g(@)=—5-3 11. g(z) =1+ =z
x
1
4o f () =2(x —2)° 12. f(2) = 5V +4-3
5. h(z)=—(z+3)> 13. g(z) =2 -V +1
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14. h(z) =3-2(z—-1) 15.f(x):%x3—1

11.8 Funciones Exponenciales y Funciones Logaritmicas

11.8.1 Funciones Exponenciales

Las funciones que se han estudiado a este momento son funciones del tipo,
f (variable) = (base variable)pOtenCia constante
por ejemplo,
fx)=a% h(z)=32422+272 g(t)= (t2 + 1)2 , .ev, €hC.

donde el exponente puede ser un niimero entero o fraccionario y la base una variable real.
En esta seccién se consideran funciones que tienen la forma,

f (variable) = (base constante)Petencia variable

por ejemplo,

flz)=2%, fla)=4"" f(z)= (1> .., ete.

las cuales se conocen como funciones exponenciales. En general, la funcion exponencial con
base a se define como,

f(z) =a”
donde a > 0, a # 1 y = es un nimero real.
Para enfatizar: la base es positiva, no tiene caso tener al nimero "1" como base, ya que uno
elevado a cualquier nimero real es uno, se excluye al cero y valores negativos.
Por lo tanto, a toma valores en los intervalos,

(0,1)=0<a<l y (Loo)=1<a

En estos intervalos la grifica de la funcién exponencial tiene una de las formas dadas en las
Figuras 11.19 y 11.20. Para la funcién exponencial con a > 1, el comportamiento se identifica
como crecimiento exponencial; con a en el intervalo 0 < a < 1, el comportamiento se identifica
como decrecimiento exponencial.

La funcién exponencial es una funcién uno a uno, con dominio R y contradominio o rango
de (0, 00), ver las graficas de la Figuras 11.19 y 11.20.

En las funciones exponenciales la potencia puede ser una expresion algebraica simple o
compuesta, de tal forma que tenemos funciones como:

f (@) = 4@, g (2) = 100774 et

una forma de referirnos al exponente de una funcién exponencial es como argumento (arg), asf
que, en los ejemplos anteriores, 222 + 1y —z + 23, es el argumento de funcién exponencial.
La forma general de una funcién exponencial es,

f (ZL‘) _ a(expreslon algebraica) _ a(arg) _ ag(x)

el argumento es una funcién de la variable independiente, por lo tanto, el argumento se identifica
como arg = g ().
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-

I

Figura 11.19: Crecimiento Exponencial. f (z) = a®, con 1 < a.

Figura 11.20: Decrecimiento Exponencial. f (z) =a” con 0 < a < 1.
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Para que la funcién exponencial este definida el arg de la funcién debe definir un nimero
real. Cualquier nimero positivo puede ser usado como la base de la funcién exponencial, se
usan frecuentemente las bases 2 y 10, pero la base mas importante utilizada en las ciencias e
ingenieria, es el nimero e que se conoce como nmimero de Euler, se define como el valor que se
aproxima por la expresién algebraica, .

(+3)
n

cuando n, entero positivo, tiende a un valor positivo muy grande. En forma simbdlica, estd
descripcion en el cdlculo diferencial se escribe,

1 n
e= lim <1 + >
n—oo n

Un célculo aproximado de este valor se muestra en la Tabla 11.4.

1 n
n (1+-)
1 2.00000...
) 2.488 32...
10 2.59374...
100 2.70481...
1000 2.71692...
10,000 2.71815...
100, 000 2.71827...
1,000,000 | 2.71828...
10,000,000 | 2.71828...

Tabla 11.4: Valor de e
Asi se tiene funciones del tipo,
f(@)=¢"g(x) =" etc.
la cual se conocen como funcion exponencial natural.

Ejemplo 186 Graficar la funcién exponencial f (z) = 2%.

Su grdfica se puede obtener tabulando f (x) = 2% en el intervalo [—3, 3], como se muestra en
la Tabla 11.5 y su grdfica correspondiente en la Figura 11.21. El dominio y el rango se muestra
el pie de la figura.

@ —3[—2[-1]o]1[2]3
f ()

ool —
N
N =

Tabla 11.5: Funcién exponencial base 2.

11.8.2 Familia de Funciones Exponenciales

En las Figuras 7?7 y 77 se presentan las graficas de funciones exponenciales tipicas con bases
diferentes, note que curvas de f () pasan por la coordenada (0, 1), ya que a® = 1. El grupo de
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Y

Figura 11.21: f (z) = 2%, dominio: (—00.00), rango: (0, c0).

funciones exponenciales con base a > 1 presentan un crecimiento exponencial mas pronunciado
con un valor mayor de a. La familia de funciones exponenciales con base a en el intervalo (0, 1),
presentan un decrecimiento exponencial mds pronunciado con un valor mayor de la base a. El
eje ¢ o y = 0, para ambos casos es una asintota horizontal.

Transformacién de Funciones Exponenciales
La grafica de una funcién exponencial puede ser obtenida mediante la transformacién de fun-

ciones, como se presenta en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 187 Trace la grifica de la funcion f (x) = e~ + 2, mediante la transformacion de
funciones.

€T

1. Funcion estandar, f1(x) = €®, con la transformacion,

f2(z) = fi(z-1)

ew—l

la grifica de f1 se desplaza horizontalmente a la derecha en una unidad.

2. Con la transformacion,

f@) = falx)+2
= 142

la grifica fo se recorre verticalmente hacia arriba en dos unidades, la grifica de las trans-
formaciones correspondientes se da en la Figura 11.24.
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A

—_—— e e===""

Figura 11.24: Gréfica de f (z) = e*~! + 4, se indican las transformaciones utilizadas.

Note que:
Dominio:
Rango: (2, 00)
Asintota horizontal: y=2

Ejercicio 86 Aplicando transformacion de 7 h(e) = — (1>z+2
funciones grafique las funciones siguientes, de- ’ 2
termine el dominio, el rango y la asintota en

cada de que exista. Utilice GeoGebra para cor- 8. g(x)=—2+e""
roborar sus resultados.

9. y=-1-2°%
1. f(x)=—-2" .
2 f(z)=-2""+1 10. h(z) =2— <;>
3. f(x) =107 e
N\ 11. h(z)=—1— (3)
i) =~ (3)
r+2
5. y=e"3+4 12. g(z) = <Z1’>>
1\~ +3
6. g(l‘)=2+(3> 13. y=—-2""344

11.8.3 Dominio de Funciones Exponenciales

Para una funcién exponencial con base a,

f(x) = a™®
este definida el
arg = g ()
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debe definir un nimero real. Para encontrar en dominio de la funcién real g (z), se aplican las
reglas vistas en la seccién 1.

Ejemplo 188 Determine el dominio de la funcion f (x) = 2e*~1.

Elarg =z —1, el arg debe ser un nimero real, por lo tanto, x puede ser un nimero positivo,
negativo o cero, se dice entonces que el dominio de la funcion es el conjunto de los reales (R).

z+1
Ejemplo 189 Determine el dominio de la funcion f () =e = .

z+1
El arg = i, para x = 0 el arg no define un niumero real, por lo tanto el dominio es

x # 0. La Figura 11.25 muestra la funcion exponencial.

A
6| Y

z+1
Figura 11.25: Gréficade f(z) =e 2

Ejemplo 190 Determine el dominio de la funcion f (x) = eVoT2.

El arg = vx + 2, para que el argumento defina un niumero real:

r+2>20x> -2

por lo tanto, el dominio se encuentra en el intervalo [—2,00). La Figura 11.26 muestra la
grifica de la funcion

Ejercicio 87 Determine el dominio de las 5. f(z) =
funciones siguientes, en cada caso de su re- r—1

spuesta en forma: grifica (recta numérica), de et
desigualdad y de intervalo. Utilice GeoGebra 6. f(z) = m
para corroborar sus resultados.

1 f(2) = 27 T g =
x+1 2

2. f(x)=eVe 8. g(x)=eV" 2

?).h(sc):l—l—e“c 9. h(z)=(z—1)eV* 2
x

4. g(z)=eV® +1 10. f(m)z%
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Blly

[
-

-2 -1 0 1 2
Figura 11.26: Gréfica de f (z) = eV®~! utilizada.

11.9 Funcién Logaritmica

Sia>0yaz#1, lafuncién exponencial
y=1/f(z)=a"

tiene una funcion inversa,

a* =y &slog,y==

recuerde, €l log, y es el exponente (z) al cual se debe elevar la base a para obtener y,
intercambiando las variables, se tiene que la Funcidn Logaritmica con base a, estd dada por:

log,z =y
o en notacién funcional,
f(x) =log, =

donde @ > 0, a # 1 y x es un nimero real positivo, esto significa que no existen logaritmos de
nimeros negativos ni del cero, por lo tanto, el dominio de f es (0,00) y su rango es R.

Note que la funcién logaritmica tiene como dominio al rango de la funcién exponencial y
como rango al dominio de esa misma funcién.

La base a toma valores en los intervalos,

(0,)=0<a<l y (Loo)=1<a

La base de logaritmo que se utiliza frecuentemente es a = 10 y a = e, esto da lugar a dos tipos
de funciones logaritmicas, la funcién logaritmica comin, decimal o base 10, el cual se se denota
omitiendo la base,

f(z) =logx

y la funcién logaritmica natural o base e el cual se denota por,
f(z)=Inz
La forma general de identificar una funcién logaritmica es,

f(z) =log, (arg)
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el arg = g (x) es una funcién de la variable independiente.
Ejemplo 191 FEn las funciones logaritmicas siguientes se identifica el arg o g (z) y la base (a).
1. f(z) =loga® +1, arg = g (v) = 22; a = 10.

2. h(z)=log, (\/xZ + 2:5), arg = g (v) = Va2 4 2z; a = 2.

2 —2 x2 —2
3. f(x):1nm, arg:g(x):m;a:e.
2 _12 2 _12
bon@) =togs O gy = s
-1 -1
5. h(x):ln(z+2)+1, arg =g (z) = (i+2);a=e,

6. f(x)= log1/2m3 + 3z, arg = g (v) = 2%; a = 1/2.

Ejemplo 192 El argumento de una funcion logaritmica puede ser simplificado, por ejemplo,

f(z) = ln(xg_l)(x2_4):ln(x_l)(x2+$+1)($—2)($+2)
(x —1)(x+2) (z—1)(z+2)
f@) = Im@E@E*+2+1)(z-2)

Ejemplo 193 Graficar la funcion exponencial y = f (x) = logy .
La forma exponencial de la funcion logaritmica es

y=logyr & 2Y=x
Su grafica se puede obtener tabulando x = 2Y en el intervalo de y de [—3,2], esto es, se da

y y se calcula x, como se muestra en la Tabla 11.6, anexa a la Figura 11.27. El dominio y el
rango se muestra el pie de la figura.

y 32 -1]o0o[1]2
c=2v | 1/8[1/a|1/2 124

Tabla 11.6: Funcién exponencial base 2.

11.9.1 Familia de Funciones Logaritmicas

En las Figuras 26 y 27 se presentan grificas de funciones logaritmicas con diferente base, en
ambos casos las curvas de f (x), pasan por la coordenada (1,0), ya que log, 1 = 0.

Para la familia de funciones logaritmicas con base a > 1, un valor mayor de la base a presenta
un crecimiento menos pronunciado, ver Figura 11.28; para la familia de funciones logaritmicas
con base a en el intervalo (0, 1), un valor mayor de la base a presenta un decrecimiento menos
pronunciado, ver Figura 11.29. El eje de y o x = 0, para ambos casos es una asintota vertical.
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(0,1)

Y

a=2

Figura 11.28: f (x) = log, =, dominio: (0.00), rango: (—o0, c0).

Figura 11.29: f (z) = log, «, dominio: (0.0c0), rango: (—o0,00).
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11.10 Dominio de funciones logaritmicas
Sea la funcién logaritmica con base a,
f =log, (arg)
Para que la funcién este definida se debe cumplir que,
arg=g(z) >0

esto es, el arg debe definir un nimero real positivo, ya que no estéd definido el logaritmo de
cero ni de nimeros negativos.

Los ejemplos siguientes muestran como se aplican los criterios de la seccién 1, se utiliza
GeoGebra para mostrar la grifica correspondiente y que el lector identifique el rango y el dominio.

Ejemplo 194 Determine el dominio de la funcion f (z) =log (z + 1).
Se requiere que x + 1 > 0. El dominio es entonces,

z>—-1<(—1,00)

O —

-1

Ejemplo 195 Determine el dominio de f (x) =In(x — 1) (z + 2).
El argumento de la funcién logaritmo debe ser:

(z—1)(z+2)>0

Los wvalores criticos son x = 1, x = —2, los cuales dividen a la recta numérica en tres
intervalos abiertos, el andlisis de los signos se indica para cada intervalo.

(700,72) | (—2,1) | (1700)
=1 22 =1 =+

por lo tanto, el dominio de la funcion es:
(_007 _2) U (17 OO)

En la Figura 11.30 se muestra la grifica de la funcion con las asintotas verticales.

z—1
Ej lo 196 Det j [ dominio d =In———.
jemplo etermine el dominio de f (x) =In P Yo
El argumento de la funcién debe cumplir:
z—1
——F—>0
2+ 2z — 8
Factorizando la expresion
z—1
—V >0
(z+4)(z—2)
Los wvalores criticos x = 1, x = —4, y x = 2; diwiden la recta numérica en cuatro intervalos

abiertos, el andlisis de los signos se indica para cada intervalo.

<-4 | —4<z<l | 1<z<2 | 2<x

=) —4 (=) 1 (+) 2 +)
[ (5] Ints [Eo]E I MO~

por lo tanto, el dominio de la funcion es, —4 < x < 1, 2 < x; en notacién de intervalos
—4,1)U(2,00). La Figura ?? presenta la grifica de la funcion con las asintotas verticales.
9 9
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Capitulo 12

Limite de una funcién

La comprensién del concepto de limite es fundamental para el estudio del cédlculo, tanto diferen-
cial como integral. Problemas de variacién y tasas o razones cambié instantdnea, en velocidad,
costos, ingresos, etc., se determinan mediante el concepto de limite. Estudio de limites de fun-
ciones permite generalizar la determinacién de tasas de cambio para cualquier tipo de funcién
que represente una magnitud fisica, econémica, biolégica, etc.

12.1 Comprension Numérica, Gréafica y Algebraica del Con-
cepto de Limite

12.1.1 Determinacién de Limites Numéricamente

Considere la funcién siguiente,

24 —2
z—1

f(z) =

Utilizando los procedimientos del primer Capitulo, se tiene que, el dominio de f (z) es R — {1},
o de otra forma (—o0, 1) U (1,00), o en forma gréfica

<l 1<z

o
1

o simplemente, la funcién f (z) no puede procesar el valor de z = 1.

Pregunta: ;Como se comporta numéricamente la funcién f (z) en la proximidad
del valor de z =17

Para investigar este comportamiento se requiere evaluar f (x) en valores cercanos a "1", sin
que x = 1, se puede aproximar a "1" por la izquierda, denotado por: x — 17, o por la derecha
denotado por: z — 11; la "—" indica la aproximacién a un valor. En la Tabla 12.1 se
presenta los valores numeéricos de f (x) al ser evaluada en la cercania de 1. El simbolo oo indica

que la funcién esta indefinida en "1".

r— 17 1T e—z
z 0.9 0.99 0.999 1 1.001 1.01 1.1
f(z) 29 2.99 2.999 co 3.001 3.01 3.1
fz) —3 3 f(2)

Tabla 12.1: Comportamiento numeérico de f(x)
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Se observa que el valor de la funcién se aproxima a 3, indicado por f(x) — 3 conforme
r— 17 0x — 1T, esto es, el valor de la funcién se aproxima a 3 conforme z se aproxima a 1
por la izquierda o por la derecha.

Es importante hacer notar que "z se aproxima" significa que "z" toma valores sucesivos
cercanos a "1", sin ser "1". La "—" indica esa aproximacién o tendencia hacia a 1; se puede
decir que el valor de "z" tiende a "1" y el valor de f(z) tiende a 3. Este comportamiento
intuitivo de aproximacién da la idea de limite (lim).

En el lenguaje matematico del calculo, la pregunta puede formularse asi, determine,

2

xt4+x—2
li = lim ——8—
Jin f () = Jimy — "

La respuesta es, conforme z — 1~

2 -2
lim T FT 23
r—1— r—1
y cuando z — 1T
N e )
lim =3

Ya que los limites laterales, por la izquierda y por derecha son iguales y existen, entonces, el
limite de la funcién existe, y es:
2
lim f (x) = lim =¥ = T2 =3
r—1 z—1 z—1

Enfatizar: Cuando encontramos un limite, no se esta interesado en el valor que f (z) cuando
x es igual a, sino sélo en el valor al que se va aproximando, no importando si el valor de la
funcién no esta definido en z = a. Ademds un limite debe ser independiente de la manera en
que x se aproxima a a. Esto es, el limite debe ser el mismo si x se acerca a a por la izquierda o
por la derecha.

En este capitulo estimaremos el limite de funciones, numéricamente, como en el ejemplo
anterior, utilizando la aplicacién de la hoja de cédlculo de Google; graficamente, utilizando Ge-
oGebra o algin otro software; y algebraicamente mediante evaluacién directa y simplificacién
de expresiones algebraicas, entre otros.

Ejemplo 198 Determine el limite f(x) = 2% + 1 cuando x se aprovima a 2. El la jerga
matemdatica,

lim (x2 + 1)

r—2

La Tabla 12.2 muestra el comportamiento numérico de la funcion en la proximidad de x = 2.
Note que el limite de f (x) coincide con f(2), en este caso se dice que la funcion en continua
en x = 2. Se tiene que, entonces

T — 27 2t — 1

x 1.9  1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1
f(x) | 4.61 4.9601 4.996001 5 5.004001 5.0401 5.41
f@) —5 54— f(x)

Tabla 12.2: Limite de f(x) cunado x se aproxima a 2
li = lim (2> +1) =5
Sy S @)= i 7
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lim f(z)= lm (2 +1)=5

r—2~ r—2~
por lo tanto, el limite existe y es,
lim f(z) =5
wHQ

Ademds,

lim f (2) = 5 = f (2)

T—2

ast que f es continua en x = 2.

Ejemplo 199 Determine numericamente,

lim
x—2 L — 2

En la Tabla 12.3, se muestra el cdlculo numérico.

T — 27 2t —
T 1.9 1.99 1.999 2 2.001 201 21
f(x) | —10.0 —100.0 —1000.0 —00 00 1000.0 100.0 10.0
f(z) — —oo 00— f(z)

Tabla 12.3: Determinacién del lim numericamente

Ya que
lim =—00 y lim =00
r—2— X — 2 z—2+ & — 2
esto es 1
lim # lim
r—2— X — 2 r—2+ T — 2
el lim no existe.
=21 —
Ejemplo 200 Determine
lim i
z—0 T
En la Tabla 12.4 se muestra el cdlculo numérico,
z— 0" 0F «—
x —-0.1 -0.01 -0.001 0 0.001 0.01 0.1
f(x)| -10 -1.0 =10 oo 1.0 1.0 1.0
f@) — -1 L f(x)

Tabla 12.4: Determinacién numérica del Lim de f(x)

Ya que
lim |x|——l y li m*1
z—0— T r—0t T
esto es
tim 2 i 121
rz—0— I z—0t X
el lim i no existe.
x—0 &
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1
Ejemplo 201 Determine el limite de g (x) = —

5 cuando x se aprozima a "0". Es decir,
x

lim g (z) = lim —

z—0 z—0 332
En la Tabla 12.5 se muestra el cdlculo numeérico,
x— 0" 0F «—
x —-0.1 —-0.01 —0.001 0 0.001 0.01 0.1
f(z) | 100 10 000 1 000 000 oo 1000 000 10 000 100
f(@) — o0 0o «— f(z)

Tabla 12.5: Determinacién numérica de Lim de g(x)

Ya que

. ) 1
lim — =00 y lim — =00
z—0~ T —0t T

esto es, cuando  se aproxima por la derecha o por la izquierda a "0", g (x) crece sin limite y

por lo tanto no se aprorima a algin numero, el lin%—2 no existe, se escribe,
x—0T

lim — =00
z—0 X
Recordemos la pregunta hecha al inicio: ;Como se comporta numéricamente la funcién
f (z) en la proximidad del valor de = = a? La pregunta equivalente es, determine,

lim f ()

r—a
esto es, determinar el limite de f (z) cuando z tiende a un valor a, o un valor finito, es decir,

cuantificable, medible y conocido. Este tipo de limite se conocen como limites finitos; a
diferencia de los que se explican en la seccién siguiente.

Ejercicio 89 Determine el limite, si existe, mediante el cdlculo numérico indicado por la tabla,
puede utilizar la aplicacion de la hoja de cdlculo de Google.

3224+ 22— 1

1. lim
z——1 x+1

x —0.9 [ —0.99 | —0.999 —1 —1.001 | —1.01 | —1L1
[ (2)

T —0.1 —0.01 —0.001 0 0.001 0.01 0.1

T 0.9 0.99 0.999 1 1.001 1.01 1.1
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Figura 12.1: Limite de f (z) y discontinuida o hueco en (1, 3).

12.1.2 Determinacion de Limites Graficamente

Ejemplo 202 Dada la funcién f () en forma grifica, Figura 12.1, determine el limlf (z).
xr—

De la grifica se observa que f (z) — 3 conforme x — 1~ o x — 17, el valor de la funcién
se aproxima a 3 conforme x se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha.

lim f (x) =3

r—1

En el punto (1,3) existe un hueco o discontinuidad, f (1) no esta definida.

Ejemplo 203 Dada la funcién f (z) en forma grifica, Figura 12.2, determine el lin%)f (z).
Tr—

Ay

5

Figura 12.2: lim,_,g- f () = o0 y lim,_,o+ f (x) = o0

De la grifica f (x) — oo conforme x — 0~ ox — 0T, el valor de f (x) crece infinitamente
conforme x se aproxima a "0" por la izquierda o por la derecha. Entonces, el limite no existe,
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se denota como,
lim f (z) = 00

z—0

Ejemplo 204 Dada la funcién f () en forma grifica, Figura 12.3, determine el lirraf (z).
xr—

) f(x)

2 ]

xr

Figura 12.3: lim,_,o— f(x) =1 y lim, ,,+ f () =1

La grifica de f (x) corresponde a una funcidn por partes. f(x) — 1 conforme x — 2~ o

x — 27, por lo tanto,
limf(z) =1

r—2

note en la grifica que f(2) =2,

lim f(2) =1 #2 = f (1)

r—2

por lo tanto f no es continua en x = 1.
Ejercicio 90 Dada la funcién g (x) en forma grdfica, Figura 12.4, determine lo siguiente:

1. limg ()

r—1

2. lim g (z)

r——11

3. limg ()

r—2

4. lim g(z)

r——1

5. 9(-1)
6. g(1)
7. 9(x)=4

Ejercicio 91 Dada la funcion por partes f (x) en forma grifica, Figura 12.5,
Determine:
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A
41y
3
g9(x)
2
-
-2 -1 0 1 2 3
€Xr
Figura 12.4: Funcién por partes g ().
f()
-
1 2 3
xr

Figura 12.5: Funcién por partes f ().
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1. lim f(z)

r—1t

2. lim f(x)

r—1—

4. lim f(z)

Ejercicio 92 Dada la funcion por partes f (x) en forma grifica, Figura 12.6,

Figura 12.6: Funcién por partes f (z).
Determine:

1. lim f(z)

r—1t

2. lim f(x)

r—1—

3. lim f (z)

z—1
4- f(1)

Ejercicio 93 Dada la funcién por partes f (x) en forma grifica, Figura 12.7,
Determine:

1. lim f(z)

z—1+

2. linll_ f(z)

3. lim f (x)

4. £ (1)
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Y

Figura 12.8: Funcién por partes f (z).
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Ejercicio 94 Dada la funcién por partes f (x) en forma grifica, Figura 12.8,
Determine:

1. lim f(z)

r—1t

2. lim f(x)

rz—1—

3. lim f (z)

r—1

4. (1)

12.1.3 Propiedades de Limites

Las siguientes propiedades, reglas o leyes de limites, pueden usarse para calcular limites en forma
algebraica.
Supongamos que c es una constante y los lfmites de las funciones f y g cuando z se aproxima

a a son,
lim f(z) =L y lim g(z) = M

Tr—a r—a

Entonces lo siguiente se cumple.

1. El limite de una suma de funciones es la suma de los limites:

lim [£(2) +g(z)] = lim f(z) + lim g(x)
= L+M

2. El limite de una diferencia de funciones es la diferencia de los limites:

lim [f(2) — g(2)) = lim f(x) — lim g()
= L-M

3. El limite de una constante por una funcién es la constante por el limite de la funcién:

limcf(z) = clim f(x)

Tr—a Tr—a

= c¢L

4. El limite de un producto de funciones es el producto de los limites:

lim f(z)g(x) = lim f(x)- lim g(x)

5. El limite de un cociente de funciones es el cociente de los limites (siempre que el limite del
denominador no sea 0).

li = il 0
oo g(x) limg, ., g(z) . a:lgtlzg(x) 7
M
L

Las siguientes propiedades son consecuencias inmediatas de las propiedades anteriores y
la definicién de limite.
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6. El limite de una potencia de una funcién es la potencia del limite de la funcién:

;13(11 [f(2)]" = blir(ll f(x)] donde n es un entero positivo
= Ln

7. El limite de una funcién constante es la constante:

lime=c¢
Tr—a

8. El limite de x cuando z se acerca a a es a:

limx =a
r—a

9. El limite de 2™ cuando z se acerca a a es a™:

lim 2™ = a" donde n es un entero positivo
rT—a

10. El limite de la n-ésima raiz de = cuando x se acerca a a es la n-ésima raiz de a:

lim ¥z = Va donde n es un entero positivo
r—a

(Si n es par, asuma que a > 0).
11. El limite de la n-ésima raiz de f (x) en la n-ésima raiz del limite de f (z):

lim Y/ f(z) = 2/ lim f(z)

Ll/n

(Si n es par, suponga que lim f(z) >0 ).
r—a
12. Si f (z) es un polinomio o una funcién racional y a estd en el dominio de f (), entonces

lim f(z) = f(a)

r—a
= L

12.1.4 Determinacién Algebraica de Limites

Se puede evaluar limites de las funciones aplicando la propiedad 12, siempre y cuando el valor
al que se aproxime z se encuentre en el dominio de la funcién, es decir, se puede evaluar el limite
de la funcién, evaluando la funcién directamente en el valor x = a. Los ejemplos siguientes
muestra la determinacién de limites mediante el método algebraico.

Ejemplo 205 Fvaluacion algebraica de limites de funciones.

Las propiedades que se aplican repetidamente son la 1, 2, 3. FEn todos lo casos, el valor
al que se aproxima la variable estd dentro del dominio de la funcion, por lo tanto, pueden ser
evaluados directamente.

1. Jim (#=5) = ((=5) =5) =20

t——>5
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r——5

2. lim_ (322 — 4z + 2z — 3) = (3 (=5)2 — 4(=5) +2(-5) — 3) — 82

o 3 _4@) -3
r—2 11 11 11

x—2 -3-2 5

4. lim = =—
z—-3x+5 —-34+5 2
2
5 lim (6)7—% - _Z
r——6 (76) —6 2
6. lim 0

S —
h—002 —7(0)+1
7. lim22%/a? +7 =2 (3)3 V32 +7 = 54/16 = 216

|
8 lim ZTL lim 1=1

r——1T 1 T——

2 Y
o pm 6 _(6°+6 7
z——6 1 — 6 —6—6 2

10. 1in}1\/x2+x+5=\/42+4+5=5
Tr—

. 42t —9)
Ejemplo 206 Determine 1111[1272
r— T —
El walor de x = 2 no estd en el dominio de la funcion, por lo tanto, la evaluacion directa

comduce a una forma indeterminada, como se muestra,

i 4 (22-4) 0

im———= = —

z—2 2-—2 0
Es posible encontrar el limite al eliminar la indeterminacion y encontrar una funcion equivalente,
como se muestra a continuacion.

Sea ( , )
a7 -4 4(z—2)(z+2)
funcion Proceso algebraico fu.ncz'o’n
G equivalente,
original
para T # 2. g (x), para x # 2.
Luego:
f(@)=g(2)
de tal forma que
z—2 T—2
4 (2% -4
limg = lim4(z+2)
x—2 xr—2 T—2

Finalmente por evaluacidon directa:

lim4 (« +2) 4(2+2)
xr—

= 16
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Recordemos que este valor, no es el valor de la funcion en x = 2, es el valor al que se
aproxima la funcion cuando x se aprorima a 2 por la izquierda o derecha de x.

En f(z) el factor que se cancela © — 2 = 0 causa una indeterminacion en v =2 y g(2) =
4(2 4+ 2) = 16. Como se muestra en la grifica de la Figura 206, existe un hueco en (2,16).

Ejemplo 207 Evaluacion algebraica de limites de funciones cancelando la indeterminacion.

zt —81

1. llm ————
e—-3x2 + 8x + 15

- (2 4+9)(z—3)(z+3) i (2> +9) (z — 3)
e=-3  (z+5)(z+3) R r+5
(=32 +9) (-3-3)

-3+5

Clave: z* — 81 = (a:2)2 —9?2=(2249) (22 -9) = (22 +9) (z - 3) (z + 3)
((—3)2 + 9) (—3-3)

Hueco en la abscisa x +3 = 0, x = —3; ordenada y = 345 = —54, en
(—3,-54)
32— 2x—-10
2 iﬁ%aﬂ + bx — 14
i Bz +5)(z—2) — lim (3z +5)
x—2 (x + 7) (a: — 2) r—2 (:L' + 7)
(3(2)+5) 11
2+7 9

11 11
Hueco en la abscisa x —2=0,x =2,y = 9 en (2, 9).
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3(x+h)?+T(x+h)—322 Tz

3. 1i
ho h
. 3 (h*+2hx +2%) + Th+ Tz — 32 — Tz . Th+ 6hx + 3h?
lim = lim———
h—0 h h—0 h
= }lbin%)(3h+6:z:+7):6m+7
. Ve —2-2
4. lim ——
h—6 x—6
hm\/ﬂc—Q—Q VI —2+2 1im(*/x_2_2)(m+2)
h—6 = —6 Vr—2+2 h—6  (z—6)(Vz—2+42)
N——

conjugado del numerador

1 1
Hueco en la abscisa x —6 =0, x =6, y = e en (6, >

Ejercicio 95 Compruebe los limites sigu-
tentes.
2+ 2z
1. lim = —
z——2 T+ 2
2
-2
2 lim——~ -3
r—2 xr—2
t% + 3¢ 3

Ejercicio 96 Determine el limite, si emiste,
por evaluacion directa, cuando sea mecesario y
posible elimine la indeterminacidon algebraica-
mente.

L. lim (32 — 4z + 2z — 3)

T——
9. lim £ 2
z——3x + 5
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4.

(ve=2)*-2)

I
hl—>mﬁ(x—6)(\/x—2+2)
) (r—2-4)
lim
h—6(x — 6) (Vo —2+2)
lim (z —6)
h—6(x — 6) (Vo —2+2)
I —
h—6 (Vo — 24 2)
1
(V6—2+2) 4

4

. 12 —4

g =

limx_3 _!

2

-2
im 22— — 9
x—0 x
. 2?2 —9x 420 1
li = ——
z—>4CL‘2—3CE—4 5

2

6

I <+




12. Limite de una funcién

2 3 2
x° — 25 z° — 3x
. lim ——— 11. lm ——
7 xinfl5 x+5 :ULIHQJ?s—ZLI'Q
3 _ 2 _ .
8. Tim 25 12, lim &% =0
z—>22—2 xr—3 .’L’—S
2 2
z“—x—6 2%+ 22— 8
Bt - 13. lim —
9 mli,n_l2m2+x_2 mi}l{l4x2+5x+4
2 2
10. hmw 14. hmw
z—2 T —2 h—0 h

12.2 Definicion Informal de Limite de una Funcién

12.2.1 Limite de una Funcién por la Izquierda o por la Derecha

Sea
lim f(z)=1L
r—a—
lo que significa, “el limite del lado izquierdo de f(x), cuando x se acerca a a desde de la
izquierda, es igual a L” si los valores de f(z) se puede hacer muy préximos a L, al tomar a x
lo suficientemente préximo a a y menor que a, pero no igual, de a.
Por otro lado, sea
lim f(z)=1L
r—at
lo que significa, “el limite del lado derecho de f (x), cuando x se acerca a a desde la derecha,
es igual a L” si los valores de f(x) se puede hacer muy préximos a L, al tomar a z lo suficien-
temente préximo a a y mayor que a, pero no igual, de a.
Si ambos limites existen y son iguales a L, entonces la conclusion es, el limite de f(z), a
medida que x se acerca a a, es igual a L si y solo si, tanto el limite del lado izquierdo como el
limite del lado derecho de f (x) es igual a L. Lo cual se representa por,

lim f(z) =L si y solo si lim f(x)=L y lim f(z)=1L

T—a T—a~ z—at

Enfatizar: cuando encontramos un limite, no estamos interesados en ,o que le pasa a f ()
cuando x es igual a a, sino solo en lo que le sucede a f (x) cuando x se acerca a a.

Ademss el limite debe ser independiente de la manera en que x se aproxima a a. Esto es, el
limite debe ser el mismo si x se acerca a a por la izquierda o por la derecha.

12.2.2 Limites Infinitos y Asintota Vertical

1. Sea f una funcién definida por ambos lados de a, excepto a. Entonces

lim f(z) = o0

Tr—a

significa que el valor de f(x) puede crecer positivamente sin limite a medida que z sea lo
suficientemente cercano a a, pero no igual a a.
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2. Sea f una funcién definida por ambos lados de a, excepto a. Entonces

lim f(z) = —o0

Tr—a

significa que el valor de f(x) puede crecer negativamente sin limite a medida que z sea lo
suficientemente cercano a a, pero no igual a a.

En ambos casos se dice que el limite no existe.

Ejemplo 208 Dada la funcién por partes siguiente:

3—z st x<2
fx)y=14 2 st x=2
r—1 st x>2

Determine: a) xlir;lJrf (x), b) rligl—f () yc) i:rrlzf (z) y la continuidad de la funcidn.
Se tiene:

W lim [ (z) = lim (2 —1)=1

b lim /(=) = L (8-a2)=1

) lim f (@) = 1

Por lo tanto,

lim f(2) =1 #2 = f(2)

r—2

f mo es continta en x = 2.

Ejercicio 97 Dado que
3—x s x <2
flx)y=< 3 si =2
20 —1 s1 z>2

Determine: a) lim f(x); b) lim f(z) y ¢) Umf (z). sf es continia en x = 27¢
r—2+ r—2— r—2
Ejercicio 98 Dado que
S—x st x<2
flx)y=< 3 si =2

20— 1 si xz>2

Determine: a) lim+f (x); b) lim f(x)yc) lirr12f (). sf es continda en x =27
r—2 r—2~ T—

12.2.3 Asintota vertical

La recta © = a se llama asintota vertical de la curva y = f(z) si al menos una de las afirmaciones
siguientes es verdadera:

lim f(z) = o0 lim f(r) = o0 lim, f(z) =00
lim f(x) = —o0 lim f(z) = —o0 lim+ fl@)= -
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12. Limite de una funcién

12.2.4 Continuidad de funciones
Una funcién f es continua en a, si y sélo si, se cumplen las siguientes tres condiciones.
1. f(a) existe.

2. lim f(z) existe

Tr—a

3. lim f(z) = f (a)

Tr—a

Si f no es continua en a, entonces se dice que f es discontinua en a. Lo que puede dar lugar
a una asintota vertical o a un hueco.

Las funciones polinomiales son continuas en su dominio respectivo, las funciones racionales
son discontinuas en los puntos donde el denominador es cero y continuas en cualquier otra parte.

12.3 Limites al Infinito y Asintota Horizontal

12.3.1 Limites al infinito

Preguntas: ;Co6mo se comporta numeéricamente la funcién f (z) cuando el valor de
x crece sin limite ? o también ;C6émo se comporta numéricamente la funcién f (z)
cuando el valor de = decrece negativamente sin limite? En el lenguaje simbolico del
célculo la pregunta toma la forma,

lim f(z) o lim f(x)

T—00 Tr——00

este tipo limites se conocen como limites al infinito.

222

T 1422
El comportamiento numérico de f (z) se presenta en las tablas siguientes.
2

. X .
Para lim 1.2 en el intervalo (0,00), se toman wvalores de x cada vez mas grandes, se

Ejemplo 209 Determine lim f(z) y lim f(x) si f(x)
Tr—00 r——00

T—00 —|—:1:2
tiene,
Tr— 00
T 1 2 5 10 100 1000
f(x)y|1 1.6 1.92308 1.980200 1.999800 1.999998
fle) —2
. 22 . .
Para lim ——— en el intervalo (—00,0),se tiene.
z——00] 4 2
T — —00
T -1 -2 =5 —10 —100 —1000
flx) |1 1.6 1.92308 1.980200 1.999800 1.999998
flz) —2

Se observa que f(x) — 2 conforme x — +oo, se intuye que el valor de la funcion se
acerca a 2, sin que necesariamente el valor de x sea muy grande, por lo tanto,

2
-2 y  lim X =9

lim =
z——ocox + 1

z—oox + 1

En la Figura 209 se presenta la grifica de esta funcidn, donde se ve claramente el compor-
tamiento determinado.
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Ay

3

y=2

g+ ]

-
-3 -2 -1 0 1 2 3
i

Generalizando este hecho, para f una funcién definida en algin intervalo (a, 00),

lim f(z)=M

r— OO
significa que los valores de f(z) pueden aproximarse a M, tomando x lo suficientemente
grande. De igual forma se tiene, para f una funcién definida en algun intervalo (—oo,a). En-
tonces

lim f(x)=M

Tr— — 00

significa que los valores de f(z) pueden aproximarse a L tomando x negativo suficientemente
grande, para que el limite exista no es necesario que ambos limites sean iguales.

12.3.2 Asintota horizontal

La recta y = M es llamada asintota horizontal de la curva y = f(x), si cualquiera de lo siguiente
ocurre,

lim f(z)=M 0 lim f(z)=M

T—00 T— —00
Como se ve en la Figura (anterior) la recta y = 2 es una asintota horizontal ya que
222 222

A Te 0 0 T

Ejercicio 99 Complete la tabla al calcular f (z) en los valores dados de . Utilice los resultados
para determinar los limites indicados, y sus asintotas horizontales, si existen.

1 f(z)= 21 lim f(z) y Tlim f(z).
T 1 10 100 1000
f (@)
T -1 —10 —100 —1000
f (@)
2z . .
L f(z)= ; lim f(2)y lim f().
+ 1" z—o0 T——00
T 1 10 100 1000
f(z)
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T -5 —10 —100 —1000
f (@)
2. f(x) =323 —22+10; lim f(x) y lim f(x).
T—00 r——00
T 1 10 100 1000
f(z)
T -5 —10 —100 —1000
f (@)
. . . N R T | )
Ejemplo 210 Determine numéricamente lim —, lim —, lim =3 lim — conr > 0 y racional.
r—oo x—oox4 z—oox? zT—oox”

Para lim —
T—00

1
Para lim —
T—00

Para lim -
rT—0o00

Por lo tanto, se intuye que

T 1 10 | 100 | 1000
1
— | 1.0 | 0.1 | 0.01 | 0.001
X
lim — =0
rT—o00r
T 1 10 100 1000
1
— 1.0 | 0.01 | 0.0001 | 1.0 x 1076
X
. 1
Jm s =0
x 1 10 100 1000
1
—3 1.0 | 0.001 | 1.0 x 1076 | 1.0 x 107
ZX
1
T—00 L

1
lim — =0, r > 0 y racional
z—oo "

El resultado anterior establece un hecho importante, 4til para evaluar limites de forma alge-
braica de funciones racionales.

El resultado anterior se extiende para los limites siguientes:

con r > ( y racional.

T——00L T——0OI

lim —,

lim —

lim
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. . . . 1 . ) 1
Ejemplo 211 Determine numéricamente lim —, lim —;, lim ——.
Los limites anteriores equivalen a

1
lim lim lim conr >0
T—00 ;1;1/2 " 500 ;1;1/3 " 500 ;1;1/4

entonces se tiene,

dm s =0, lim —g =0, lim 57 =0
322+ +2

Ejemplo 212 Determine el limite de lim
z—00 213 —+ 2 — 3z +1
La evaluacion directa produce una forma indeterminada,

32 3 (00)? + (00) + 2 B
v=0022% + 22 =3z + 1 2(00)® + (00)? — 3 (00) + 1

para evitar esto, divida el numerador y el denominador de la expresion racional por la po-
tencia mds alta de la variable en el denominador, asi

y su asintota horizontal.

o
9]

1
2
. 307 + o +2 o Bzt
lim 3 5 = lim T
$°°2\£E/+£L‘ -3z +1 z °°(2x3+w2—3x+1)—3
esta Y
Simplifique
3 1 2
_ z 2?2 ' a8
= g o 1 3,1
z 2 23
Aplicar al lim a cada término
o3 1 .2
lim — + lim — 4+ lim —
_ T—00 :r—>ooa;'2 1:—>oox3

1
lim2+ lim — — lim — + lim —
T—00 T—00 T—00 L T—00

1
Aplicando lim — =0

z—oo "
I 3 I I 2
Jm i lmostinss 0040

lim 24 fim L fim S 4 fim L 2H0-0+0

T—00 T—00 L T—00 332 T—00
0
= - = 0
2
asintota horizontal y = 0 (eje x).
3a? 2
Ejemplo 213 Determine el limite de lim rArt
z—00 213 =+ 2 — 3z +1
, 308 + w42 , (B3 +z+2) %
lim — 5 = lim 3 3 T
z—o0 203 + 2% — 3z + 1 e—o0 (203 + 22 -3z + 1) 5
1, 2
= lim St gr b
S PRI EE
B 3+04+0
©240-040
3
T2
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asintota horizontal y = 3/2

Ejemplo 214 Determine algebraicamente los limites indicados, si existen.

VI ¥ T3 (Ve rei2) (3)

L e L (22— 5) (1)

<\/(3x2+m+2)(;—2))

= lim
(V3+1i+2)

= lim ~—~——re—"

r—00 2 2

_ V3+0+0

N 2-0

A

2

Ejemplo 215 Determine algebraicamente el limite indicado, si existe.

3t T 2

. 3zt 4o +2 . R
lim = lim 3 3
r—o02x3 + 22 —3x +1 z—00 2 x 3z N 1
3 3 23 3
Bu -y 2
42
= lim R
R N B
A I
lim3z+04+0
— T—00
Iim24+0—-04+0
r—00
3 (o0)
= 5=

12.4 Limites al infinito de funciones racionales

Recordar que el cociente de dos polinomios, tal como:

™ + ap_ 12"+ arz + ag
by ™ 4 bpp_1x™ L 4o bz + by

flz) =
da lugar a una funcién racional, el subindice n es el orden del polinomio del numerador y el

subindice m es el orden del polinomio del denominador. Por ejemplo,

23 — 22+ 1
2 —4

f(z) =

es una funcional racional, donde n = 3; m = 2.

12.4.1 Hecho importante

Si f (x) es una funcién racional y a,z™ y by z™ son los términos de mds alta potencia de x en el
numerador y en el denominador, respectivamente, entonces, el limite al infinito de una funcién
racional se puede aproximar por
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n

. an
lim f(z) = lim —
T—00 z—>oobml’m
o n
anT
lim f(z)= lim —
T——00 2——00 by, ™

esto, el cociente de los términos dominantes.

Ejemplo 216 Determine el limite indicado, si es que eziste.

. 30+t 4+ 22— 1
lim
z—o0 Bt 4+ 223 + 224+ 2+ 3

Se tiene que apx™ = 325 y b, x™ = 5z, entonces, el limite se puede aprozimar

. 30+t + 22— 1 . 328
lim = lim —
a—o0 bt + 223 + 22+ +3  z—o0 Hzt
Y
. 325 3 . 28
lim — = - lim —
z—o0 Hrt 5 z—oo x4
= = lim 22
5 x—o0
3 2
=z (00)” =0

Ejemplo 217 Determine el limite indicado, si es que existe.
(222 +1)°
m -7
oo (g3 4 1)

Para resolver, no es necesario desarrollar los binomios, esto es, equivalente a

(2:132 + 1)5 . (2m2)5
Taa oz Jm e
T—00 (ZL‘?’ +ZE) T—00 (333)
32 10
= lim = =32 lim 2*
r—00 I T—00
= 32(c0) =00
Ejemplo 218 Determine el limite indicado
420 -1
im ———m——
a——00 223 + 22 + x
Aplicando la regla anterior, se tiene,
ot 1
lim — = - lim «x
r——0c0 23 2 x——00
1
= 3 (—0) = —0
——

Ejercicio 100 Determine el limite indicado.
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2)2 4
lim M
T—00 €T
lim (— (z+1)% - 3)

c lim (2 +4y=z +4)

lim 7x
T—00

lim (z—1)°
T——00
lim 7_6
" a——cobx YT
_ 5 222
.o lim (- - ——
tS—co \x 2241

4zt — 322 + 1

O
S5 Y7 S S SR |

. 22+ 1
. lim ———
z5-009 — 2 — 82
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. T

lim ——————
z——00— (3 — 1)

. x® — 2t

im ——————
z—~00 —9x4 — 623 + 2

lim -
z—oox? 4+ 4

. 3x 42
lim

T—00 T — D

3342?41
hm 37

. 3t 4+ +2
lim
z—o02x3 + 22 —3x +1

422 — 1
11m
r——0co I + 2

ot
lim
z——ocoxd — 1







Capitulo 13

Derivada de una Funcion

FEl célculo infinitesimal fue inventado de forma independiente por Isaac Newton y Gottfried
Leibniz alrededor de 1680, el cédlculo infinistesimal es la matemédtica de la tasas o razones de
cambio instantdneas, es decir, con que rapidez cambia una cantidad determinada, f(z), en
ese momento o instante con respecto a otra, x. El calculo infinistesimal estd formado por dos
ramas principales; el calculo diferencial que proporciona métodos para determinar las tasas de
cambio; y el cdlculo integral que se encarga en determinar las magnitudes globales a partir del
conocimiento de las tasas de cambio instantdneas de una cantidad. La operacién principal del
cédlculo diferencial es la diferenciacién de la cual se obtiene la derivada, la del cdlculo integral es
la integracién. El concepto central de cdlculo diferencial es la derivada.

Antes de enunciar los métodos diferenciacién, es importante comprender el concepto de
derivada.

Pendiente de una Recta Tangente

Por ejemplo, sea la funcién,
f(z) =2® 5247

La grafica de esta funcién se muestra en la Figura 13.1,
la recta que corta a la curva de f (z) entre los puntos A (3,1) y B(5,7) se le conoce como
recta secante, la pendiente de esta recta es,

Y2—y1 f(x2) = f(21)

Msecante = =
To — I1 o — X1
7T—1
5-—3
ms = 3

la pendiente de esta recta secante (mg) proporciona la razén de cambio promedio de f (z) en
el intervalo [3,5]. Con la definicién de la pendiente de la recta secante se puede calcular la
pendiente de cualquier recta secante que se encuentre entre A y cualquier punto B cercano a A.

Pregunta, ;Cudl es la pendiente de la recta que solo toca al punto A7 Esto es, cuando la
coordenda Ay B coinciden, como se muestra en la Figura 13.2. La recta que pasa en A se conoce
como recta tangente a la curva, su pendiente no es posibe calcular con el método conocido, ya
que 1 = Z9, ¥ mg no estd definida.

La respuesta a esta pregunta la resolvio el cédlculo diferencial, el método se explica a contin-
uacion.
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Figura 13.1: Recta Secante en f (z).

Figura 13.2: Recta tangente a la curva de f (x) en 2 = 3.
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Considere que se trazan rectas secantes sucesivas entre el punto A y B, con B desplazandose
a los largo de la curva, esto es, la abscisa de la coordenada del punto B se aproxima a 3 por
la derecha, esto es, en el lenguaje utililizado del Capitulo 2, T — 3, de tal forma que B se
aproxima a A del mismo modo que la recta secante se aproxima a la recta tangente, como lo
muestra la Figural3.3, de esta misma forma la pendiente de la recta secante, mg, se aproxima a
la pendiente de la recta tangente, myqy,.

Figura 13.3: Las rectas secantes consecutivas se aproximan a la recta tangente en A.

Veamos el caso general, calcularemos primero la pendiente de la recta secante que pasa por
el punto A y B, como se muestra en la gréfica de la Figura 13.4; h es el valor del incremento de
x, asi por ejemplo, si se quiere determinar la pendiente entre xt1 =3y 29 =5, h=5—-3 =3,
ver Figura 13.1. Aclarado esto, se tiene, que la pendiente my es,

y2—vy1 _ flzt+h) - f(z)
To — T1 (x+h)—z
fl@+h)—f(2)

ms = N donde h #0

ms =

Si hacemos h tan pequeno como se desee, esto significa que punto B se aproxima a A, esto
es, lfmite cuando h tiende a 0, la recta secante se transforman en recta tangente y su pendiente
en la pendiente de la recta tangente (mta,). En corto, significa que

Mian = LM My
h—0

o f @t~ £ @)
h—0 h

Ejemplo 219 Determine la pendiente de la recta tangente Mian, que pasa en el punto (3,1)
sobre la curva de la funcion

flz)=a® -5z +7
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fla+h)

Figura 13.4: Pendiente de una recta secante.

La pendiente se puede calcular aplicando

i =ty LET =S @)

—0

Llevando la determinacion paso a paso, se tiene.

1. La funcion evaluada en x + h:

flx4+h)=(@+h)?=5@+h)+7=a>+2ch+h?—5c—5h+7

2. La diferencia:

fl+h)—f(z) = 2*+2zh+h* =5z —5h+7— (2 -5z +7)
= 22+ 2ch+h?> -5 —5h+T—a22+52—7
= 2zh+h*—5h

3. El cociente de diferencia

f(x+h)— f(x) 2xh+h®—5h

- = . =2x+h-5

4. El limite del cociente

e = L@ f (@)
h—0 h
= lim 2z +h—5)
h—0

Asi se tiene
Mian = 2 — D
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una formula para calcular my,,; una funcién que permite calcular la pendiente de la recta
tangente a la curva de f(x ) para cualquier valor de x, no solo de la recta tangente que
pasa por el punto (3,5), si no de cualquier recta tangente (Figura 13.5) a lo largo de la
curva de f(x) = 2? — 5z + 7.

Figura 13.5: Rectas tangentes a la curva de la funcién f (z))

5. En el caso particular, la pendiente de la recta tangente que pasa por (3,1) es
Mian (3) = 2(3)—5
=1

como se muestra en la Figura 13.6.

13.0.2 Derivada de una Funcion

A la pendiente mya,, de la recta tangente que toca a la curva en (3,1) (Figura 13.2) se le conoce
como derivada de la funcién f (z) en (3,1); la funcién

Mian = 2 — 5

se le llama derivada de f (z), luego entonces, la derivada de una funcién es otra funcién, que
determina la pendiente de rectas tangente en cualquier punto de la curva de f (z); la derivada
de f (z) también se le identifica como una razdn de cambio insténtanea o simplemente razén de
cambio, este es el concepto central del cdlculo diferencial, la derivada; y se refiere a como cambia
una cantidad en relacién con otra cantidad, se puede decir que es una razén de cambio.

Notacién

Al proceso de obtener las derivadas de funciones se le llama derivar o derivacién, el operador es

4
dx
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Figura 13.6: Recta tangente en (3,5), sobre la curva de f(z) = 22 — 52 + 7.

que se lee "d en dx", cuando se escribe asi

af
dx

se lee "df en dx", lo que indica la derivada de la funcién f con respecto a la variable z, esta
notacion se conoce como notacion de Leibniz, a la cual se recurrira cuando se resuelvan ecuaciones
diferenciales. Sea

df

dt

que indica la derivada de la funcién f con respecto a la variable ¢ o simplemente ¢, esta notacién
indica la primera derivada de la funcién. Como se vera m&s adelante, una funcién puede ser
derivada una, dos, n veces.

En el numerador se indica la funcién a derivar y el denominador con respecto a que variable
se deriva. Otras formas equivalentes en la notacién de Leibniz son:

G o dy
dx dx

Una notacién muy utilizada es la notacidn de Lagrange, donde la primera derivada de f se
expresa como f /'y la derivada de y = f (x) se expresa como y /; se pronuncia " f prima" o "y
prima.

Una notacién utilizada en el drea de la Fisica y la ingenieria es la notacidn de Newton, donde
la primera derivada de f se expresa como f y la derivada de y = f (x) se expresa como g; se
pronuncia " f punto" o "y punto".

Una notacién menos comun es D, f (z), lo que indica la derivada (D) de la funcién f (z) con
respecto a x.
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13.0.3 Concepto de Derivada

La derivada de una funcién f (x), es

Y@ S - f@)
dx o h—0 h
dy _ .. fl@z+h)—f(z)
i h
y = m IO S
etc.

si este limite existe.
Asi cuando el problema es determinar la derivada de una funcién, se requiere que se determine
la pendiente de la recta tangente en cualquier punto de la curva de la funcién.

Ejemplo 220 Determine la derivada de la funcién f(x) = 2 + z, aplicando el concepto de
derivada; y la pendiente de la recta tangente en x = =2, t =0 y x = 3.
El proceso que se aplica se conoce como de "los cuatro pasos”.

1. La funcion evaluada en x + h, esto es, f(x+ h):
fx+h)=@+h)?+@+h) =a>+2h+h2+z+h
2. La diferencia f (x+h) — f (x):

fla+h) —f(@) = 2> +2zh+h*+z+h— (2®+2)
= 22+ 2h+hP+s+h—a®—z

= 2zh+h*+h
3. El cociente de diferencia flost h})L —f =) :
f+h)—f(x)  2zh+h®+h
h N h
= 2x+h+1
d h) —
4. Obtener el limite % _ lim flath - f@ :
X h—0 h
dy lim (2z +h +1)
dz N h—0
dy
— = 2 1
. T +
La pendiente de la recta tangente en x = —2
dy
—=2(-2)+1=-3
0y =22+
La pendiente de la recta tangente en x =0
dy
—=20)+1=1
7 = 20+
La pendiente de la recta tangente en x = 3
dy
—=203)+1=7
7 =206+
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1
Ejemplo 221 Determine la derivada de la funcion f(z) = ok aplicando el concepto de
x

derivada
1. f(x+h):
1
Fleth) =3
2. f(x+h)—f(x):
1 1

fle+h)—[fx) =

z+h+1 z+1
z4+1—(z+h+1)
(z+h+1)(z+1)
—h
(x+h+1)(z+1)

Ll — @
’ h
—h
fl+h)—f@)  (x+h+1)(x+1)
h N h
_ b1
 (z+D(x+h+1) " A
B -1
 (z+D)(x+h+1)
W fEHN @)
" dr h—0 h
@ = lim -1
dr w0 (z+1)(x+h+1)
@ B -1 -1
de (@ +1)(z+1)  (z+1)

. . . 5 22 +1 .
Ejemplo 222 Determine la derivada de la funcion f(x) = , aplicando el concepto de
derivada.

1. f(x+h):
(z+h)?+1
h) = ————
J(@+h) x+h
_ h*+2hz+a2?+1
B x+h
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2. f(x+h)—f(2):
R+ 2hr +22+1 22+1
fl@+h)=f(z) = = -
z (h? 4 2hx + 2% + 1) — (
a ( +h) (z)

z+h) (22 +1)

_ hx+2ha?+ a2+ —a3 —ha?—x—h
N (x4 h) (z)
~ h(2®+hx—1)
(z+h) (z)
x4+ h)—f(z
g e 1),
h(z* + haz — 1)
fe+h)—f@) _  @rh@
h h
_ h(x2+hx—1)xl
(z+ h) (2) h
B (J:2+h:c—1)
(x4 h)(2)
d ) z+h)— f(z
By (DS ),
dy (22 + ha — 1)
dz h—0 (x4 h)(x)
dy 22 —1
dx x2

Ejemplo 223 Determine la derivada de la funcion f(xz) = vz + 1, aplicando el concepto de
deriada.

1. f(x+h):
flx+h)=vVaz+h+1

2. f(x+h)— f(x):

flx+h) —f@) =Ve+h+1-Vr+1

f(z+h)—f(x) \/m+h+1—\/a?+lx\/x+h+1+\/:r+1
h h Ve+h+1+vVz+1
(Varht1) - (it
h(Vz+h+1+Vz+1)
h+z+1—(x+1)
h(Vz+h+1+Vz+1)
h
h(Ve+h+1+Vo+1)
1
Vi+th+1l4+z+1
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s‘y

6
4
flz) =2
4
—
-1 0 1 2 3
> X
Mtan — 0

Figura 13.7: Derivada de un afuncién constante, f(z) = 2.

dy .. [f(z+h)—f(2)
gy T h :
@ = lim !
dz =0 +h+1+Vx+1
dy 1 - 1
dr — Va+l+vo+l 2/z+1

Como se ha observado en los 4 ejemplos anteriores, la determinacién de la derivada de una
funcién se vuelve tediosa a medida que la funcién se complica, sobre todo por los procedimientos
algebraicos que son necesarios implentar. Para facilitar el célculo de la derivada de funciones
existen férmulas que conoceremos en la seccién siguiente.

Férmulas y Reglas Basicas Para Derivar

Derivada de una Funcién Constante

Sea f una funcién constante, tal como,

flz)=c
entonces,
af
5=
o0 en corto
fl2)=0

por ejemplo, sea f (x) = 2, Figura 13.7 se muestra que rectas tangentes trazadas a lo largo
de la funcién tienen pendiente igual a la pendiente de recta, esto es, mian = 0, la grafica de la
funcién derivada es una recta y = 0.

Derivada de la funcién f (z) =«

Sea f (z) = x, una funcién lineal, entonces,

df
de
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13. Derivada de una Funcion

0 en corto

4+

af
dx

observe que la pendiente de la recta tangente a lo largo de recta tiene la misma pendiente,
esto es, Mian = 1.

=1

Derivada de la funcién f (z) = 22

Sea f (z) = 22, una funcién cuadratica, como se determino en el ejemplo :::, entonces,

af _
de

2x

0 en corto
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a
dx

Observe que la pendiente de la recta tangente varia de acuerdo a la funcién 3’ = 2z

=2z

Derivada de una funcién potencia

Sies f es una funcién potencia, tal como,

flz) ="
donde n es un numero real, entonces,
af _
" 1
dx

en corto,
f'(w) = na"!
Algebra de las derivadas de funciones

Suponga que f(x) y g(x) son funciones y que sus derivadas f’(z) y ¢’(x) existen, ¢ una constante
diferente de cero. Entonces las reglas para el algebra de derivadas se aplican.

dF
1. Si F(z) = cf(x), entonces F'(x) o %existe y

dF  d d
= 7 (ef (@) = e (ef (@)

2. mejor solo F

3. Si G(z) = f(x) + g(z), entonces G'(x) existe y

G'(z) = f'(z) + 4 (2)
4. Si H(z) = f(x) — g(x), entonces H'(z) existe y

H'(z) = f'(z) — ¢'()

En corto:

L (cf) =cf'
2.(f+9) =1 +d
3. (f-9) =1 —-4¢
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Regla del producto de funciones

Si F(z) = f(x)g(z) y f'(x) y ¢'(x) ambas existen, entonces,
Fl(z) = f(z)g'(z) + (=) f'(x)

En corto,

(f9) =fg +gf

Regla del cociente de funciones

Si F(z) = f(x)/g(x) y ambas f'(z) y ¢'(z) existen, entonces F'(z) existe y

En corto,

<f>' _ 9f'— 19
g 92

(dedominador) (derivada del numerador) — (numerador) (derivada del dedominador)

(dedominador)?
Resumen de Reglas de Diferenciacién:
(cf) =cf (f+9)=f+d
(f-9)=f-4d (f9)' =19 +gf
N _ef —fd d
(5) -5 Ge-
%(az") =ng" !

Regla de la Cadena Aplicada a una Funcién Potencia
Si m es cualquier nimero real y u = g(x), entonces,

d n 1 du
%(u)—nu .

Alternativamente,

d

@I = nlf@)]" - f(@)

d—[au"gumento]p"t”‘“‘l potencia[argumento]P°*"*1 . derivada del argumento
x

El argumento es la base de la funcién potencia.

d - . ~ :
al—[base]pOtenCIa = potencia[base]P°tn¢-1 . derivada de la base
x
En corto, si u (), entonces,
(™)1 = nu" s
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Ejemplos
L f(z)=(22z—1)*
d d
ﬁ = 422 -1)> e (2z — 1) aplicar la regla de la cadena

= 4(2¢—1)*(2) simplificar
= 8(2z—1)3

(2)(5) (£ - 1)4 (3t%) aplicar la regla de la cadena

— 302 (P —1)"

3. f(z) =222 — 2w+ 3= (22— 20 +3)"/

dy

y (22° — 2z + 3)_1/2 (4z — 2) aplicar la regla de la cadena
T

N =N =

= S(dw-2) (222 —2243)

4. f(x) =222 (3 —4z)* Producto de dos funciones

d d
2 4 4 2
— = 2 . (3 —4x)" + (3 —4x) . (22%) regla del producto

= 222 (4) (3 —4z)3 (—4) + (3 — 42)* (4z) aplicar la regla de la cadena
—3222 (3 — 42)% + 42 (3 — 4z)* factorizar

4z (3 — 4x) (—=8z + 3 — 4x) simplificar

4z (3 — 42)% (3 — 122)

4z (3 —42)* (3) (1 — 42)

= 12z(3 —4z)* (1 — 4x)

5. f(z) = (z—1)? 2z +1)*

f@) = (z— 1)2 di (2z + 1)4 + (2z + 1)4 di (x — 1)2 regla del producto
oy x

= 2-12@)2z+1)>Q2)+ 2z +1)*2) (z— 1) (1) regla de la cadena
z— 122z +1)°+22z +1)* (z — 1) reordenar
)2z + 1) [4 (z — 1) + 2z + 1] factorizar
z —1) 2z +1)® (6z — 3) simplificar
—

|
N N 0o
—~ o~
&
|
—_

factorizar
= 2(z—1)(2z+1)*3(2z — 1) simplificar
(z —1) 2z +1)* (22 — 1)

(=)
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z+3\* (z+3)3
6. flw) = ($—2> T (@2
d 3 3 d 3
(-2 — (2 +3)° = (z+3)° — (¢ - 2)
;Ly = dx dx regla del cociente
x

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

()

_ (I 2) 3 (x + 3) (x + 3) 3 (m 2) regla de la cadena

(v —2)°
2 2
_ 3(x—2)"(x +(3) [(2536 2) —(z+3)] factorizar
T —
2 2
_ 3(95_22 (& ;’)63) (=5) simplificar
Tz
2 2
— —15 (a:(— 2)2)(633 +3) simplificar factores comunes
Tz
_ 3
(-2
Ejercicios Extras
1
@)= (2z + 3)3
1
f(z)= 571
f@) = (22 +1)° = (28 +1)°
5
f o) = <x +1

2c+1
_ @2+’
h(x) = (x2_1)4
_(2t-1)°
9(t) = (3t + 2)*

f(z)=Bz+1)* (22 —z+ 1)3
g(t)=(2t+3)% (32 —1)"°
FEn los ejercicios siguientes, determine la derivada de cada funcién.

f (@) = 322 (a — 1)
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19. f(z) =Bz +1) (2% —2)
20. f(z) = (z+1)(22% —3z+1)
21. f(z) = (2®—1)(z+1)
22. f(z) = (23 — 122) (322 + 22)
23. f(w) = (v —w?+w-1) (w?+2)
24. f(x) = (522 +1) (2y/x — 1)
25. f(x)=(z*+22+1) (2+ %)

1
26. f(x):me

z—1
20 0@ =57

% —2
28. f(x):m

2 +2
20 5@ =

a:—i-\/ﬂ
30. f(x):?’xi_l

En los ejercicios siguientes, determine la derivada de cada una de la funciones dadas y evalie
f(z) en el valor dado de .

L f(z)=02z—-1)(2?43);z=1

2+ 1
X
3. f@)= g7 —7r=-1

4. f(z) = (Vo +22) (%% —z); 2 =4

En los ejercicios siguientes, determine la pendiente y la ecuacién de la recta tangente a la
curva de la funcién f en el punto especifico.

L f(z)= (2 +1) (z* — 2); (2,18)

2. f(z)= v ;ent = 2

+l
z+1
3. f(x)*mZ_i_l enx =1
1
14+ 2x2
4 f(z)=—53(43)
1+2x22

5. f(z) = (2*+1) (322 — 4z + 2) en el punto (1,2).
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Determine el (los) punto(s) sobre la gréfica de la funcién f (z)

. Sea f(x) =

. Determine una ecuacién de la recta tangente hacia la gréfica de la funcién f (x) =

en el punto (2, 3).

Sea f (z) = (2 +1) (2 — ). Determine el (los) punto(s) sobre la grafica de f donde la

recta tangente es horizontal.

_x
\ 241"
es horizontal.

pendiente de la recta es igual a —2.

13.1 Regla de la Cadena

En los ejercicios siguientes determine la derivada de cada funcién.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

f(@) =2z -1)*
f(z) = (22 +2)°

f =2 -1)°

f @) = (a? )2
fla)=Vi-a?
@)= (23313)3
F@) =
£ = 5o
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x
16. f(z) = @17
322 +1)°
17, h(z) = ((; —+1))4
18. f(z) = 7;2;”11
19. g(t) = \/7vtt2—:-11
22 +1
20. f(z) = =
21. En los ejercicios 1-30, determine la derivada de cada funcién
L f(z) =2z ( +1)
2. f(z) =322 (z - 1)
3. f)=0t—-1)(2t+1)
4. f(z) =22+ 3) (3z —4)
5. f(z) = (Bz+1) (2% —2)
g. ;Emi = ((m + 1))(2x —1:)3m +1)
. z) = (23 :c +
8. f(z) = (2% — 122) (32% + 2z)
9. f(w) = (w* —w? +w—1) (w?+2)
1,5
10. f(z) = zx 2+ (22 +1) (22 —2—1) +28
11. ;Ex) :(( x \7)1)( 22\/5—)1)
12. f(t)=(1+ 2t -3
13. f(z) = ( §—5$+2) (m—%l)
1;1 ;Ex; = (2% +20+1) (2+ %)
16. g (z) = 524
17.f (x) = 2{;{4
18. f(t) = 155
19. f(z) = 2
20. f(u) = 27
21.f (s) = =2
22. f(2) = 572
23. f (z) = Y&t
24. f(z) = ng
25. [ (x) = i
26. f () = 55573
27, f (x) = =)
28. f(z) = (322 —1) (22— 1)
29. f (@) = 5 —
30. f(z) = LhV3e
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13.2 Derivadas de Funciones Logaritmicas naturales

Sea
[ =In(arg)

la forma general de una funcién logaritmica naturas, donde
arg > 0
arg # 0

o también
y = [ (x) = Inlarg|

La derivada de una funcién logaritmo natural es,

fr@) = - narg)

= L)

13.2.1 o tambien

Derivada de una funcién logaritmica con base e, si f = In (argumento), su derivada es,

1
/ = —
fr(x) alrgumenmd(argumento)
en corto,
1
I(z) =—d
1) = ~du
donde u ().
CONSEJO

Para simplificar las derivadas de funciones logaritmicas, antes de derivar aplique las propiedades
de los logaritmos a la funcién que desea derivar.
Leyes de los Logaritmos

1. n(FG)=InF+InG
2. In <g> =InF-InG

3. In(F")=nhF
Ejemplo 224 Determinar la derivada de las funciones siguientes:

1. f(z) = Inx, argumento= z, la derivada es,

1
/ = —
fria) =1
2. f(z) =In(y/z + 1), argumento=y/z + 1 = 2%/2 + 1, la derivada es,
_ 1 1/2
_ 1 1 i
ogl/2 4 <2x >
1

201/2 (21/2 +1)
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3. f(x)=1In (1:2 + 1), argumento=22 + 1, la derivada es,

friz) = ﬂiid@3+n
2x

22 +1

Inz
4. f(z) = pon cociente de funciones,

1
F=Inx Fr=—
T
G=z2 Gr=2

1
a2 () —2xInz
T

! (x =
1) o
r—2xlnz
= T
z(1—2Inz)
(1-2Inz)

5 f(z) =1In(2z + 5)3, para simplificar la derivada, aplicamos las propiedades de los logarit-
mos,
f(x)=3In(2z +5)

la derivada es,

fr(z) = 3(%1ﬁ>d@x+®
=)

2¢ + 5

6. La derivada de f (z) = In (2z + 5)* se puede obtener directamente aplicando la regla para
derivar una funcién logaritmica, como se muestra,

_ 1 o5y
fri@) = 25157 d(2z +5)

regla de la cadena
1 2
= —=3(224+5)° (2
(22 +5)° ( ;@
simplificando
6

2x 4+ 5

7. f(z)=In(2? + 1)2 (2% — 1)3

292



13. Derivada de una Funcion

—1)

5 d[@+1)" (@ - 1)

Derivada de un producto de funciones

,1)

5 [(@2+ 13 (28— 1) (32) + (28— 1)° -2 (2 + 1) (20)]

(@241 (@3- 1)

3[9x2(x2%—1)2.(x3——1)2%—4x(x3——1)3-(x24—1)]

Factorizando por factor comtin

—1)

sz (22 +1) (28 — 1) [92 (22 4+ 1) +4 (23 — 1)]

factor comtin

f' () =

1

(22 +1)% (a3 —

1)3x (m2 +1) (m3 — 1)2 [9903 + 9z + 423 — 4}

[ () =

f' (@) =

@17 )
T (91: + 1323 — 4)

o (22 1) (a3 — 1) [132° + 92 — 4]

@+ D 1)

8. Paraderivar f (z) = In (3:2 + 1)2 (333 — 1)3 de una forma mas sencilla, aplicar las propiedades
de los logaritmos a la funcién original. Esto es,

luego derivar:

f(x)
f'(z)

La derivada f'(x)

ejemplo anterior, esto se muestra como sigue:

f(x) = ln(x2+1)2(m3—1)3
flz) = 2mn(2?+1) +3In (2 - 1)

2In (2® +1) +31n (2® — 1)

2 <($21+1)d(a:2 + 1)> +3 ((3331_1)> d(z®—1)
() +3 ()

() (@)

4 922
x)) + <(:C> es equivalente a la forma obtenida en el

(

22 +1 3 —1)

4z 92
! _
F@ = oy @y
4z (x3 — 1) + 9g:2 (x2 + 1)
(:z?2 +1) (:1:3 -1)
MCD
4o — 4x + 92* + 922
(22 +1) (23 -1)
132% 4+ 922 — 4z
(2 41) (23 —1)
, B z (9z + 132 — 4)
f(x) B ('7’2—1-1\{7’3—1\
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9. y = 221n (4z + 2), producto de funciones,

F =22 Fr=2x

4
G =1n(4z +2) G/_4£chr2

aplicando la regla del producto de funciones, se tiene,

4
yl = x<4$+2> + 2z 1n (42 4+ 2)

4x
- 2z In (42 + 2
pr e S

4x
- T orlm(dr+2
SEar) et

2z
= 2z In (4 2
2x+1+ z1n (42 + 2)

10. y=In(p+ 1)2 (p+ 2)3 (p+ 3)4, aplicando las propiedades de los logaritmos,
y=2ln(p+1)+3ln(p+2)+4ln(p+3)
derinado:

2 N 3 N 4
T p+1 p+2 p+3

1 2 1 2\ 1/2
11. f(w)=1n %wl = In (wj w1> , aplicando las propiedades de los logaritmos:
Vw2 — _

y!

1 14+ w?
1
= 5(1n(1+w2)—1n(w2—1))
1 1
= §ln(1—|—w2)—§ln(w2—l)
Derivando: 11 11
f1(w) 2 2w

Simplificando:

fr(w) =

(1+w?) (w2 -1)
—2w
(1+w?) (w2 —-1)

y=Inz
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aquf arg = x, luego:

Ejemplo 225 1.

aqui arg = x> + 1, luego:

aqui arg = Inx, luego:

aqui el arg = (2z + 5)3, luego:

y = @xi@““@x+mﬂ
1

- @m+5f(3@$+®2®

6 (2 4 5)*
(2 4 5)°
6

2+ 5

y =

Una forma alternativa de simplificar las derivadas de funciones logaritmicas naturales, es
aplicando la propiedades de los logaritmos antes de derivar, asi por ejemplo, la funcidn
anterior se simplifica como,

y = In(2z+5)°
3In (2 +5)
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al derivar se obtiene,

y = 3

la misma derivada de una manera simple.

y=2%1n (4z + 2)
se identifica que la funcion es un producto de funciones, donde
f=a%— fr=2z

4
4x + 2

g=In(dz+2)— g/ =
luego:
y = fgr+gf
4
2
= In (4
x <4x+2>+n(x+2)(2$)

472

- 92 In (dz + 2
loy2 T2n(r+2)
——

Factorizando

222
= 1 + 22 1n (4x 4+ 2)

B Inx

fla) =
Se identifica un cociente de funciones, donde:

, _ 9t fg
Yy - gg
2?d (Inz) — Inzd (2?)
(a2)?

1
2= —Inz (2
z*~ nz (2z)

2

24
r—2xnx
24

1—-2Inz

3

y=ln(p+1)*(p+2)°@+3)*
Reescribiendo la funcion con las propiedades de los logaritmos, se tiene:
y=2ln(p+1)+3ln(p+2)+4ln(p+3)

derivando:
2 3 4

= + +
p+1 p+2 p+3

y!
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13. Derivada de una Funcion

[1+ w?
f(w)=1In wgi_wl

14+ 2\ 1/2
Py = ()

aplicando las propiedades de los logaritmos,

reescribiendo la funcion,

f(w) = % (In (1+w2) —1In (w2—1))

derivando y simplificando,

friw) = ;<(1f19)_(wffl)>

T+uw?) @21
w(wQ—l) —w(1+w2)
(1+w?) (w2 —1)
—2w
(1+w?) (w?—1)

f(x) =1n3 (22 +5)

La funcidn se reescribe,
f(2) = (In (22 +5))°

al derivar,

frz) = 3(In(2z+5))*dIn(2z +5)

= 3(In(2z+5))? d (2x +5)

1
(22 15)
= am@x+®P@;:52
6 (In (2 + 5))?
s
61n? (2z + 5)

(2z +5)

13.3 Derivadas de Funciones Logaritmicas con base diferente a

(&

Sea por ejemplo,
y = logy x

la funcién se reescribe en términos de logaritmos naturales mediante un cambio de base, esto es;

Inx

:1 = —
y OgQ:E 1n2
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Derivando esta funcién se obtiene,

note que In 2 es una constante.

Ejemplo 226 1.
y=log(2z+1)

reescribiendo la funcion en términos de In se tiene,

~ In(2z+1)
~ Inl0
al derivar se tiene,
1 1
/I = ————d(2 1
Y mioEe ety
2

(2z4+1)In10

las funciones logaritmicas se reescriben de tal forma que el argumento de la funcion no se
confunda.

Ejercicio 101 Determine las derivadas de las funciones logaritmicas siguientes.
1. y:ln(3x2+2m+1)
2. y=a3In(2z +5)
3. y=In (2% + 4z +5)°
4. y=+V4+3hz

6. y=1n?(2z + 11)

13.4 Derivadas de Funciones exponenciales naturales
Una funcién exponencial es definida por,
f — o218
en su forma general. la derivada es,
f1 = fd (arg)
esto es, la misma funcién exponencial, por la derivada del arg;:

yr = €8d (arg)

298



13. Derivada de una Funcion

13.4.1 o tambien

Derivada de una funcién exponencial con base e, si f (z) = e*8UmeNt gy derivada es,

f1(x) = eM8imentoq (argumento)

en corto,

fr(z) =e“du

donde u ().
Esto es, la derivada de una funcién exponencial con base e, es la misma funcién exponencial
por la derivada del argumento.

Ejemplo 227 Determinar las derivadas de las funciones expenenciales siguientes,
1. f(z) = €37, argumento=3z
fri@) = e*(3)
3e3®
2. f(t) =e !, argumento=—t
frt) = etd(-t)

fre)y = —

3. f(z) =€"+x (suma de funciones).
@) = e +a
fr(z) = " +1
4. f(x) =2e" — 2? (suma de funciones).

fr(z) =2e" — 2z

5. f(z) = 23e® (producto de funciones).
F =g FI=3a?
G=¢e" Gr=e¢€"
friz) = 2°(e") + e (32?)

factorizando

fr(z) = z%°(x+3)

xT
x

6. f(z) = - (cociente de funciones), o producto de funciones f (z) = 2z71e*. Como

cociente de funciones:
F=2e* F1r=2e*

G==x Gr=1

z (2e*) — 2e* (1

ey = T2
Factorizando el numerador
2" (x—1) 2

- 22 = ﬁex (z—1)
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7. f(x) =3(e® + e %), reescribiendo la funcién, f (z) = 3e® + 3e™*

fr(z) = 3e*(1)+3e “(-1)
= 3e* -3 "
3e * (eQx — 1)

8. f(zx) = 3e~'/*, reescribiendo la funcién f (z) = 3¢, su derivada es,

fr(z) = 3¢ d(-a")
= 3@ (z7?)

= 3z 27"

= 3u2e7V7
3

r2el/

9. f(z) = (e* +1)* la deriva es,

fl@) = ("+1)%
Primero con regla de la cadena

frz) = 25(e®+1)**d(e"+1)
= 25¢% (" + 1)

10. Determine una ecuacién de la recta tangente a la gréfica de y = ¢**=3 en el punto (3/2,1).

Recordar que la derivada proporciona la pendiente de la recta tangente en cualquier punto
de la gréfica de y = e?*3, esta es,

y = e**3d(2x - 3)

2621'73

Ahora la pendiente de la recta que pasa por & = 3/2, se calcula evaluando la derivada de
la funcién en x = 3/2, esto es,

Mtan = y/(3/3)
92(3/2)-3

= 2¢°

Mtan = 2

La ecuacién de la recta tangente se obtiene de,

y—y1 = m(x—x1)
y—1 = 2(x—3/2)
y—1 = 2x—-3
y = 22-2
o de,
= mx+b
= 2(3/2)+b
b = =2



13. Derivada de una Funcion

y la ecuacion es,

y=2x—2
11. y = €%; aqui arg = x, luego:
y = €%d(x)
= (1)
= ell
12. y = e 3% aquf arg = 23 + 3z, luego:
yr = 7 (2% 4 3z)

= &3 (322 4 3)
= (322 +3) et
= 3(2*+1) et Hde

T
13. y = —; se identifica un cociente de funciones:
e
f=z— fr=1

g=¢e" — gre®

. aft— fag
yr = 7

e’ (1) — xe®
(ev)?
e’ (1 —z)

(1-2)

eCE

4. y=¢e*tIn (a:2 + 1); se identifica un producto de funciones con:
f — ez+1 N f/: 6r+1

2z

_ 2 _
g—ln(x —}—1)—>g/_332+1

y = fg'+gf

2
o () e
i

= ot <x22f_ : +1In (x2 + 1))
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13.5 Derivadas de funciones exponenciales con base b

Sea por ejemplo,

y=4"
aplicando In a ambos lados de la funcién,
Iny = In4”
Iny = zln4
derivando en ambos lados de la funcién:
y!
= = In4d(2)
) (
y = yln4
al sustituir la funcién se tiene:
yl =4%In4

En forma general si la funcién exponencial de base b es:
y = b8

la derivada es:
y/ = b¥&1nbd (arg)

Ejercicio 102 Determinar la derivada de las funciones exponenciales siguientes.

3.y =uze"
Joy=ate™

5. y = ezz+6x3+1
6. y=3zte™®

7y = (2 +1)°

8. y=e*(z+6)

13.5.1 Diferenciacién Logaritmica

Existe una técnica llamada diferenciacion logaritmica, que con frecuencia simlifica la diferen-
ciacién de una funcién y = f (z), cuando f (z) es una combinacién de productos, cocientes o
potencias. El procedimiento es como sigue:

1. Aplicar a ambos lados de y = f (z) el In, esto es,

Iny=1nf (z)
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13. Derivada de una Funcion

2. Aplicar a In f (z), lado derecho de la ecuacién, las propiedades de los logaritmos, estas son:

In(FG) = mF+InG

In <Z> = InF-InG

InF" = rInF

3. Diferenciar ambos lados con respecto a la variable independiente, al la derivada se tiene,

d(Iny) = d(nf(z))

v = n T
y — @)

. . yl
la derivada de d (Iny) es siempre =.

4. Despejar y/, esto es,
y' =yd(In f (z))

5. Expresar la respuesta sélo en términos de x y simplificar. Esto requiere sustituir f (x) por
Y.
13.5.2 Ejemplo de Derivacién Logaritmica
1. Aplique la técnica de derivacién logaritmica para obtener la derivada de:
(2¢ —5)°
x2 ( Va2 + 1)
(2¢ — 5)°
2 (22 + 1)1/ 4

y = flo)=

(a) Paso 1: Aplicar In a ambos lados de la ecuacién, esto es,

3
Iny =1In (2‘%75)14
22 (22 + 1) /
(b) Paso 2: Aplicar las propiedades de los logaritmos al lado derecho de la ecuacién
anterior:
Iny = In(2z—5)° —Ina? (22 + 1)1/4

1
= 3In(2z+5) — <21na:+ Zln (:c2 + 1))
(c) Paso 3. Derivar:

d(lny) = d {31n(2m+5)—21nx—iln (332—0—1)}

yl 3 2 1
Ll P — 1
y 2e+5 x  4(22+1)
Yy 6 2 x

y  2x+5 =z 2(22+1)
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(d) Paso 4. Despejar y:

(e) Paso 5. Expresar la derivada en términos de z:

,_ (2z — 5)° 6 2 x
= 2222+ 1)Y4\22+5 = 2(2?+1)
Ejercicios
Ly=(z+1)°(@—2) (22 +3)
2. y= (222 +1) V822 — 1

5 7\/1—x2
YT T
(242 4 2)°
4 y= 2 T
@+ 1) (3z +2)

22 +5
Y= Vz+9
w(1+m2)2

6. y=
Y V2 + a2
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