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Resumen

El presente estudio se trata de un desarrollo de tesis de maestria, que tuvo
como objetivo investigar como el desarrollo histérico de los conceptos de
independencia y dependencia lineal puede ser abordado en cursos que invo-
lucran elementos de ensefianza de Algebra Lineal. Este desdoblamiento tiene
como objetivo la viabilidad de un abordaje basado en la presentacion de acti-
vidades con sesgo historico, estos conceptos, y otros elementos del algebra li-
neal, como matrices, sistemas lineales y vectores, para una mejor comprension
de los contenidos, por parte de los estudiantes de los estudiantes de grado en
Matematicas y Educacion Basica. Por tanto, inferimos, es necesario conocer
aspectos del desarrollo histérico-epistemoldgico de estos conceptos.

Resumo

O presente estudo trata de um desdobramento de uma dissertagao de mes-
trado, que teve por objetivo investigar de que forma o desenvolvimento
histérico dos conceitos de Independéncia e Dependéncia Linear podem
ser abordados em cursos que envolvam o ensino de elementos de Algebra
Linear. Tal desdobramento visa a viabilidade de uma abordagem a partir
da apresentagao de atividades com um viés histérico, destes conceitos, e
de outros elementos da Algebra Linear, como Matrizes, Sistemas Lineatres
e Vetores, para uma melhor compreensao dos contetidos, por estudantes
da licenciatura em Matematica e estudantes da Educacao Basica. Para tan-
to, inferimos que é necessario conhecer de aspectos do desenvolvimento
histérico-epistemologico destes conceitos.

Introducéo

Elementos normalizadores, como a Base Nacional Comum Curticu-
lar BNCC), aprovada em 2017, e os projetos pedagogicos dos cursos de
Licenciatura em Matematica, vem a se constituir em documentos norma-
tivos oficiais, balizadas pelo Conselho Nacional de Educagao (CNE), que
tem como func¢ao formular as diretrizes curriculares da educacao nacional,
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tal qual as diretrizes dos cursos de formagao de professores, com finalida-
de servir de base de referéncia obrigatéria para a elaboracao de curriculos
académicos e escolares, tanto na rede publica ou privada, em todo territd-
rio brasileiro. (Gollo Junior, 2019).

Nestes documentos, encontram-se as diretrizes que tem por finalida-
de o desenvolvimento dos estudantes, como sujeitos conscientes de seus
direitos e deveres, e criticos em relacdo ao tratamento das diversas infor-
magoes que lhes atingem, e que mobilizam conhecimentos para agdes de
posicionamento sobre uma realidade que os cerca. No que diz respeito a
Matematica e suas tecnologias, para exemplificar, com relagiao ao ensino
médio, a BNCC propoe uma consolidagao, ampliagao e o aprofundamen-
to das aprendizagens essenciais desenvolvidas, inicialmente, no ensino
fundamental (Brasil, 2017, p. 529).

Em outros termos, considerando tais normalizadores, as competén-
cias e as habilidades desenvolvidas no ambito do ensino fundamental, no
ensino médio e no ensino superior, devem ser retomadas e concebidas
como conhecimentos “prévios” que possam promover o desenvolvimen-
to (ampliagao, consolidacdo, aprofundamento) de novas competéncias e
habilidades no processo de aprendizagem em Matematica.

Uma tal sistematizacao prevista nestes documentos normativos, infere
a importancia do contato com as diversas representacdes ou contextos
de um mesmo objeto matematico. Uma assertiva, fundamentada no carater
de que, diferente de outras matérias, o acesso aos objetos de estudo da ma-
tematica acontece, favoravelmente, por meio do contato com suas multiplas
representagoes; o que é explicitado, na competéncia C04: “Compreender e
utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de representagao ma-
tematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solu¢ao e comunicagao de resultados de problemas”. (Brasil, 2017, p. 531).

Desse modo, o alcance a um maior nimero de representacoes do obje-
to matematico, garante ao estudante um conhecimento do conceito mate-
matico de forma mais completa. Temos assim, uma garantia de validagao,
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pelos estudantes, dos resultados emergentes de seus procedimentos in-
vestigatorios em sala de aula, ndo apenas com argumentos empiricos, mas
sobretudo alicercado em conceitos matematicos, potencializados a partir
das leituras, das representagoes e das demonstragoes de algumas propo-
sicoes envolvidas.

Estas recomendagdes normativas, trazem aos estudantes, a visao de
uma matematica em movimento, sujeita a erros e acertos, envolta num
processo de buscas, questionamentos, conjecturas, refutagoes, aplicagdes
e comunicacgdes.

Assim, nossos estudantes serdo desafiados a apresentar argumentos em
defesa de suas agdes formativas, frente aos problemas postos, podendo
tomar a Matematica como uma ciéncia proveniente de praticas da huma-
nidade na busca por solu¢oes de problemas que lhes surgem ao longo do
tempo, mas, sem descuidar das necessidades de experimentagao e interio-
rizagao, natural, do raciocinio hipotético-dedutivo que caracteriza a mate-
matica como ciéncia (Dias e Brandemberg, 2023).

Desta forma, somos conduzidos a um exercicio reflexivo acerca da
atuacao dos docentes, em especial os que estio em formacao inicial, nos
processos de ensino e de aprendizagem em matematica, frente as novas
normativas, em vigor e emergentes. Tal exercicio materializa-se no seguin-
te questionamento: Que a¢des formativas podem ser executadas junto aos
estudantes e professores em formacgao para que concebam as competén-
cias, normatizadas, consideradas, como essenciais para um melhor proces-
so de ensino e de aprendizagem de conteidos matematicos? Particulari-
zando, aqui, elementos de Algebra Lineat.

Na busca por respostas a0 nosso questionamento, entendemos que
uma das formas de explicitar a importancia da utilizacido de diferentes
registros de um mesmo objeto matematico, e ainda da essencialidade do
uso de argumentos consistentes para validagao de resultados matematicos,
¢ incorporar essas mesmas concepgoes nos processos formativos do pro-
fessor de matematica, em especial, nos cursos de Licenciatura.
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Compreendemos as contribui¢des didaticas que as agdes formativas,
compostas por atividades, com énfase em registros variados, e balizadas
pelas normativas em discussao promovem aos processos de ensino e de
aprendizagem, e aos licenciandos em matematica, o encontro da signifi-
cancia e dos significados, para balizar o seu préprio fazer docente em sala
de aula.

Consideramos, dentre as disciplinas de formagao nas Licenciaturas em
Matematica, a Algebra Linear como adequada, pois pode tratar de uma
sequéncia de experiéncias com conteudos da Educagio Basica, nas quais a
importancia dos aspectos que vimos discutindo, se efetiva.

Em acordo com Dias (2022, p. 18), é a Algebra Linear que oportuniza
ao licenciando o primeiro contato com o rigor e o formalismo necessarios
ao estudo de objetos matematicos, e os conceitos de Independéncia e De-
pendéncia Linear, que destacamos, emergem como um notavel exemplo
para se trabalhar a importancia do uso dos mais diversos contextos e re-
presentaces do objeto fundamental da Algebra Linear, que é o conceito
de Vetor, para se compreender a linearidade como uma relagao entre eles
e nao como um simples procedimento.

E oportuno destacar que a linguagem formal e a axiomatica, com as
quais os conceitos subjacentes 4 Algebra Linear sio abordados, emergem
do carater unificador e generalizante da teoria dos espagos vetoriais, que
por sua vez remontam ao nascimento da propria Algebra Linear enquanto
campo disciplinar a partir do século XIX. (Dorier et al., 1995a, p. 177)
(Dias, 2022).

De onde, observamos que o formalismo e a axiomatiza¢ao exercem
papel importante nos processos de ensino e de aprendizagem dos concei-
tos da Algebra Linear, uma vez que possibilitam ao aluno compreender o
carater unificador e generalizante da referida disciplina, por meio da vi-
sualizagao de diferentes objetos matematicos, em seus mais diversos con-
textos e representacoes. Desse modo, tais linguagens se constituem como
elementos chave da disciplina (Dias, 2022).
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Contudo, a praticidade do formalismo e da axiomatizacio da Algebra
Linear nao ¢ de facil entendimento ao estudante, uma vez que para isto se-
ria necessario conhecer os diversos contextos matematicos que a subsidia-
ram. Desse modo, a Hist6ria da Matematica emerge como um importante
provedor de recursos didaticos nessas agoes (Dias e Brandemberg, 2023).

Nosso desafio, como professores, portanto, concretiza-se em dar um
aspecto funcional ao formalismo visando compreender diferentes aspec-
tos anteriores dentro de uma mesma linguagem, para que os alunos con-
sigam visualizar qualquer objeto matematico como um elemento em um
determinado conjunto.

Nesse contexto, vemos na Histéria da Matematica elementos de uma
interessante alternativa didatica para explicitar o carater unificador e gene-
ralizante das no¢oes de Independéncia e Dependéncia Linear, explicitados
por Dortier (1994) e Dias (2022), bem como compreender a importancia
das linguagens formal e axiomatica.

Muitos estudiosos tém defendido as contribuicoes que agdes docentes
balizadas em elementos da Histéria da Matematica possibilitam aos pro-
cessos de ensino e de aprendizagem, tais como Miguel e Miorim (2004),
Mendes (2015) e Brandemberg (2018). Para estes autores, uma abordagem
didatica amparada na historia fornece significado aos contetdos matema-
ticos. Uma Historia da Matematica, com um tratamento adequado, que
pode ser inserida em sala de aula tratando do desenvolvimento histori-
co-epistemoldgico dos conceitos e das relagdes envolvidas nos processos
de ensino e aprendizagem, tanto na Educagao Basica, quanto no Ensino
Superior (Brandemberg, 2010).

De fato, Brandemberg (2018, p. 4), infere que uma das formas de reali-
zar essa insercao, ¢ a elaboracao de atividades de cunho histérico.

Frente ao cenario descrito, buscamos em nossa escrita, a partir dos
conceitos de Independéncia e Dependéncia Linear, uma abordagem de
ensino de contetidos da Algebra Linear que leve em consideracio aspectos
do desenvolvimento histérico-epistemologico destes conceitos. Objetiva-
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mos assim, contribuir com a produ¢ao de um material que apresente po-
tencial didatico para o ensino de elementos de Algebra Linear.

Sobre o ensino de elementos de algebra linear

Nas dltimas duas décadas, os processos de ensino e de aprendizagem
envolvendo a Algebra Linear ganharam novos e maiores espacos de dis-
cussao em pesquisas desenvolvidas no campo da Educagio Matematica
no Brasil.

Conforme vimos discutindo, nos cursos de Licenciatura em Matemati-
ca, a especificidade da Algebra Linear consiste em oportunizar o primeiro
contato do estudante com o rigor e o formalismo necessario no estudo de
objetos matematicos, em que o professor exige demonstracdes logicas e/
ou argumentos explicativos de procedimentos e concepgdes conceituals
adotadas (Dorier, 1998).

Segundo Dorier et al. (1994), o primeiro contato dos alunos com a dis-
ciplina Algebra Linear, em termos gerais, ¢ dificil, e ndo ocorre de maneira
muito tranquila. Como forma de amenizar tais dificuldades, os professores
tendem a minimizar a presenca do formalismo na condugao da discipli-
na e priorizam aspectos algoritmicos e operacionais em suas tarefas. No
entanto, tal abordagem acarreta uma formacao deficiente, uma vez que,
apesar de conseguirem resolver tais tarefas, os alunos apresentam lacunas
significativas na compreensao conceitual de no¢oes elementares.

No que diz respeito aos conceitos de Independéncia e Dependéncia
Linear, Dias (2022, p. 22) defende que estes carecem de uma investigacao
mais aprofundada, tendo em vista que nao sao bem compreendidos em
uma abordagem inicial da Algebra Linear, e ainda sdio um dos principais
sinalizadores da nao visualizacao da relacao de dependéncia entre vetores
em objetos diferentes das n-uplas, tais como matrizes, fungdes e polind-
mios. Além disso, a dificuldade de aprendizagem desses conceitos rever-
bera em outros, haja vista que sdo retomados ainda dentro dos Espacos
Vetoriais e no estudo dos Sistemas de Equacdes Lineares e das Transfor-
macoes Lineares.
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Nessa perspectiva, com o proposito de uma maior compreensao das
dificuldades apontadas pela literatura no que se refere a aprendizagem dos
conceitos de Independéncia e Dependéncia Linear, realizamos uma re-
visdo em teses e dissertagdes brasileiras que tenham investigado a referida
tematica entre os anos de 2000 e 2022. Assim, trazemos Grande (2000),
Andrade (2010) e Souza (2010), para dialogar com nossas referéncias, que
vimos discutindo. Uma vez que o cerne destes trabalhos se constitui na
identificacdo de obstaculos a compreensao dos conceitos em foco.

O estudo de Grande (20006) teve por objetivo investigar quais sao os
registros de representacao semibtica mais utilizados em livros didaticos de
Algebra Linear com relagio aos conceitos de Dependéncia e Independén-
cia Linear. A fim de obter base a sua anilise, realizou uma investigagao do
desenvolvimento histérico dos conceitos de Dependéncia e Independén-
cia Linear, levantando as dificuldades dos alunos quando estes lidam com
os conceitos supracitados, na literatura internacional, pois, seu trabalho é
pioneiro no Brasil sobre o tema.

De maneira geral, evidenciou que a dificuldade mais comum nos con-
ceitos de Dependéncia e Independéncia Linear diz respeito a transposicao
desses conceitos a outros contextos.

Andrade (2010) pesquisou os requisitos necessarios ao desenvolvimen-
to de softwares educativos que amparassem a aprendizagem a distancia
dos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear, a partir da elabo-
racao de um instrumento para levantar as dificuldades de aprendizagem
nesses conceitos. Ainda, Andrade (2010), discute a visualizacdo dos con-
ceitos de Dependéncia e Independéncia Linear e o excesso do formalismo
e abstracio inerentes aos objetos da Algebra Linear

Souza (2016) investigou as dificuldades e concepgdes de licenciandos
em Matematica com relacao aos conceitos de Dependéncia e Indepen-
déncia Linear por meio da aplica¢ao de um questionario. Em sua analise,
percebeu que as dificuldades estavam atreladas tanto a natureza particular
da disciplina Algebra Linear quanto aos aspectos subjetivos dos alunos.
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Em acordo, com o apresentado por Grande (2006), Andrade (2010) e
Souza (2010), inferimos, fortemente, que as dificuldades envolvendo os
processos de estudo dos conceitos em questdao estio diretamente rela-
cionadas ao carater formal com que eles sao apresentados, e que para o
aluno esse formalismo nio faz sentido algum e, eventualmente, o conduz
a memorizagao de procedimentos sem compreendé-los.

Diante dos estudos supracitados, foi possivel observar que a principal
dificuldade na compreensao dos conceitos de Dependéncia e Indepen-
déncia Linear, pontuada em nossas referéncias, diz respeito ao fato dos
alunos nao visualizarem um conceito, em diferentes registros de represen-
tacdo, assim como em outros contextos matematicos que nao as tradicio-
nais n-uplas.

Apesar das linguagens formal e axiomatica com a qual os conceitos
de Independéncia e Dependéncia Linear sio trabalhados em cursos de
licenciatura em Matematica serem visualizadas como sendo aspectos pro-
blematicos que impossibilitam a compreensao do carater unificador e ge-
neralizante da Algebra Linear, em acordo com Dias (2022), é necessario
ressaltar que essas linguagens emergiram de sua propria constitui¢ao, a
partir do século XIX. Um desenvolvimento, que descrevemos na proxima
secao.

Dorier (1995a) concebe a teoria dos espagos vetoriais como um exem-
plo de teoria unificadora e generalizante, haja vista sua concepg¢ao de con-
ceitos dessa natureza. Nesse prisma reflexivo, o referido autor distingue
duas etapas na constru¢ao de um conceito unificador e generalizante, que
segundo ele correspondem a dois processos mentais na aprendizagem.

1 O reconhecimento de semelhangas entre objetos, ferramentas e mé-
todos da vida ao conceito unificador e generalizante

I A explicitaciao do conceito unificador e generalizante como objeto
induz uma reorganizacao de antigas competéncias ¢ elementos do
conhecimento.
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A ideia, portanto, consiste em inserir o aluno em uma atividade mate-
matica na qual ele possa resolver e a0 mesmo tempo refletir sobre algumas
possibilidades de generaliza¢ao e unificagao dos métodos que ele mesmo
desenvolveu, no intuito de visualizar suas praticidade e simplificagao.

Dessa forma, vemos na Histéria da Matematica elementos de uma in-
teressante alternativa didatica para explicitar o carater unificador e gene-
ralizante das nogoes de Independéncia e Dependéncia Linear, bem como
para compreender a importancia das linguagens formal e axiomatica em
tais processos. (Brandemberg, 2018) (Dias, 2022).

A adogao de elementos da Histéria da Matematica nos processos de
ensino e de aprendizagem em Matematica encontra seus adeptos princi-
palmente por suas contribui¢es a formagao conceitual e procedimental
com significado aos alunos e por suas potencialidades as a¢oes formativas
do professor.

Ao tomarmos a Historia da Matematica como nossa aliada na busca de
novas alternativas de transposi¢ao didatica para o ensino de Matematica,
devemos trabalhar o desenvolvimento histérico-epistemologico de deter-
minados conteddos matematicos (conceitos matematicos, objetos mate-
maticos) sempre com o proposito de localizar possibilidades pedagdgicas
que possam auxiliar na superagao das dificuldades encontradas por profes-
sores e estudantes de Matematica nos ambientes de ensino. (Brandemberg,
2018).

Nesse contexto, podemos afirmar que o uso da Hist6ria da Matematica
s6 tera sentido se tivermos ciéncia das metas e dos objetivos que deseja-
mos alcancar em sua utilizacao.

Nesse sentido, explicitamos a refletividade do carater unificador e ge-
neralizante da Algebra Linear no desenvolvimento historico-epistemoldgi-
co dos conceitos de Independéncia e Dependéncia Linear, e construimos
uma histéria voltada para fins pedagdgicos e que emerge da problemati-
zagao dos atuais processos de ensino e aprendizagem dos referidos con-
ceitos, e de fundamental importancia para a compreensao da Algebra Li-
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near, enquanto ideia unificadora, a qual nao pode faltar ao professor da
disciplina e deve estar presente em todos os momentos para que os alunos
percebam toda a sua extensao e nao tenham uma visao parcial e deforma-
da do assunto (Dias, 2022).

A Historia da Matematica colocada em foco neste material concentra-se
na possibilidade de contribuir aos processos de ensino e de aprendizagem
em Matematica, de maneira geral, por meio da compreensao conceitual e
procedimental com significado pelo estudante.

Desse modo, nio se trata de conduzir o aluno para que este faga uma
reconstru¢ao do caminho que os matematicos construiram, mas sobretu-
do dar possibilidades aos alunos de reflexao sobre as estratégias cognitivas
desenvolvidas por esses mesmos matematicos e que ele possa obter a par-
tir destas, subsidios epistemologicos que lhe possibilitem desenvolver suas
proprias estratégias de pensamento e que dé significado aos conteidos
matematicos trabalhados em sala de aula (Brandemberg, 2018).

Nesse sentido, ¢ que apresentamos a seguit, elementos histéricos do
desenvolvimento de conceitos e objetos que compdem a Algebra Linear,
tais como Independéncia e Dependéncia Linear, Geradores, Base e Di-
mensao de Um Espaco Vetorial, Matrizes e Sistemas de Equagdes Linea-
res. Tal abordagem deve possibilitar uma configuragao destes elementos
em fonte de recursos didaticos, a serem utilizados para a elabora¢ao das
atividades, envolvendo os conceitos de Independéncia e Dependéncia Li-
near, apresentadas em um viés histérico.

Aspectos histéricos da algebra linear

Nesta secdo, apresentamos elementos histéricos do desenvolvimento
dos conceitos que compdem a Algebra Linear, mais precisamente, Inde-
pendéncia e Dependéncia Linear, Geradores, Base ¢ Dimensao de um Es-
paco Vetorial e Transformacoes Lineares, referenciados, principalmente,
em Dias (2022), Dorier (1994, 1995a, 1995b, 1998, 2000) ¢ Moote (1995)..
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Nosso prop6sito € evidenciar o modo como o carater unificador e genera-
lizante da disciplina desponta de sua proptia constitui¢ao, bem como de expli-
citar o papel exercido pelas linguagens formal e axiomatica nesse processo, €
assim, inserir esses elementos em atividades, de cunho histérico, para o ensino.

Conforme discutido anteriormente, apesar da Algebra Linear ser con-
cebida como um campo disciplinar relativamente novo no meio acadé-
mico, cuja institucionalizacdo como saber académico remonta ao periodo
de 1910 a 1930, os conteudos que o compdem sio manuseados desde
a antiguidade. Os sistemas de equagOes lineares constituem o contexto
matematico no qual os primeiros conceitos da Algebra Linear foram des-
envolvidos, contudo, as civilizagbes antigas que os manuseavam preocupa-
vam-se apenas em prover métodos de resolugao de problemas. A partir do
século XVIII, os matematicos lancaram olhares tedricos sobre os sistemas
de equagdes lineares (Dorier, 1995b).

Os primeiros passos no decurso de uma analise mais sistematica acerca
das equagdes lineares foram dados em 1750 pelos matematicos Gabriel
Cramer (1704 —1752) em sua Introduction a I'analyse des courbes algé-
briques, na qual foi apresentada uma estrutura que preconiza os determi-
nantes, e por Leonhard Euler (1705 — 1783) em seu Sur une contradiction
apparente dans la doctrine des lignes courbes, no qual foi discutido o pa-
radoxo de Cramer em relagao ao numero de pontos para a determinagao
(construgao)de curvas algébricas. (Dorier, 1995b).

Euler tomou inicialmente as seguintes equagoes 3x-2y=5 e 4y=6x-10 e,
por meio do processo de eliminag¢io e substitui¢ao, concluiu que era impossi-
vel determinar as duas incognitas, pois ao tentar eliminar x,y desaparecia e
uma equacao idéntica surgia. Euler explicou que o motivo do aparecimento
desse ‘incidente’ setia o fato de que a primeira equagao nada mais era do que
o dobro da segunda e assim nao se diferenciariam em nada (Dotier, 1995b).

Para Dorier (1995b; 2000), um leitor moderno ao se deparar com a
palavra confinada [enfermée| seria conduzido rapidamente ao conceito
de Dependéncia Linear, entretanto, embora Euler pudesse ter ciéncia das
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relagdes lineares entre essas equagoes, sua analise repousava em um ‘inci-
dente’ que ocorria durante o processo de eliminag¢do e substitui¢do e que
resultava na indeterminagao de incégnitas. Desse modo, Dorier (1995b;
2000) defende que na verdade o que Euler introduziu em seu trabalho foi
a nogao de Dependéncia Inclusiva e nao de Dependéncia Linear.

Assentados em uma visdio moderna da Algebra Linear, o termo ‘uma
equagao contida nas outras’, empregado por Euler, conduz ao atual con-
ceito de Dependéncia e Independéncia Linear, entretanto, tais conceitos
referem-se a uma relagao entre vetores, emergentes de diferentes nature-
zas, enquanto que a no¢ao trabalhada por Euler é imersa em um contexto
particular de equagdes.

Segundo Dorier (1995b; 2000), o conceito de dependéncia. em Euler é
mais local e a nogao atual de Dependéncia e Independéncia Linear carrega
consigo um carater unificador e generalizante, uma vez que generaliza e
unifica uma definicao de dependéncia para os demais objetos matemati-
cos, tais como n-uplas, matrizes e fungdes.

Embora a analise intuitiva de Euler tenha sido proficua para o sur-
gimento de nog¢des matemadticas que preconizam os conceitos de De-
pendéncia e Posto, ela ndo teve uma grande repercussao devido a rapida
aceitagao e utilizacio dos determinantes, instituidos por Cramer para a
resolugao de sistemas de equagdes, os quais exigiam mais técnica do que
intuigao. (Wussing, 1998).

Georg Ferdinand Frobenius (1849 — 1917), foi o primeiro a apresentar,
de forma clara e concisa, uma definicao de Dependéncia e Independéncia
para equagdes e n-uplas, sem o uso dos determinantes. Em seu Uber das
Pfaffsche Problem publicado em 1875, Frobenius definiu, em termos mo-
dernos, as nogodes de Dependéncia e Independéncia Linear que abragavam
tanto as equagoes quanto as n-uplas (Dorier, 1995b; 2000).

Desse modo, é possivel perceber que os sistemas de equacdes lineares
e a teoria dos determinantes constituiram o contexto no qual conceitos
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chave da linearidade, se fundam e relacionam-se com a teoria do Espaco
Vetorial aplicado a dimensao finita. Contudo, foi com Augustin-Louis
Cauchy (1789 — 1857) e Carl Gustav Jacobi (1804 — 1851) que, a partir do
século XIX, o estudo dos determinantes se tornou efetivo (Dias, 2022).

Em 1829, Jacobi usou pela primeira vez os determinantes conhecidos
como Jacobinos. Os determinantes jacobianos nada mais eram do que de-
terminantes funcionais, porém, as notagoes usadas por Jacobi eram muito
mais préximas das notagdes modernas do que as de Cauchy, além disso,
Jacobi dedicou tanta énfase aos determinantes funcionais que pensava nos
determinantes ordinarios numéricos como jacobianos de n fun¢des linea-
res em n incognitas (Baroni, 2009).

Apesar de Cauchy e Jacobi, dentre outros matematicos, terem oferta-
do significativos avancos no estudo dos determinantes em favor da cons-
trucdo de uma algebra matricial, bem como, tenhamos conhecimento de
que na obra de Herman Grassmann, datada de 1844, foi usado algo bem
semelhante as matrizes, a Arthur Cayley (1821 — 1895) é dado o crédito do
pioneirismo da teoria das matrizes em sua obra A memoir on the Theory
of Matrices, publicada em 1858 na forma de artigo na Philosophical Tran-
sactions da Royal Society of London (Santos, 2011.).

A obra de Cayley trata especificamente sobre a teoria das transfor-
magoes, na qual ele definiu o conceito de matriz como sendo “Um con-
junto de quantidades em forma de quadrado” (Cayley, 1889, p. 475 apud
Santos, 2011, p. 37), ou seja, quando numero de linhas ¢é igual ao de colu-
nas. Também foram tratadas as matrizes em que o nimero de linhas ¢ di-
ferente do de coluna, as quais ele conceituou como matrizes retangulares.

Segundo Santos (2011), Euler explicitou o carater linear das férmulas
para transformacao de coordenadas no plano e no espago, e finalmente,
com Etienne Bézout (1730 — 1783), a geometria analitica foi atrelada aos
tradicionais problemas de linearidade.

Temos, entao, a utilizagao de artificios algébricos na resolucio de pro-
blemas geométricos , no inicio do século XVII, a partir dos trabalhos in-
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dependentes de dois matematicos, a saber, Pierre de Fermat (1607 — 1665)
e René Descartes (1596 — 1650). (Dortier, 2000),

Conforme colocado anteriormente, ¢ este formato, que leva a repre-
sentaciao geométrica dos nimeros complexos, no século seguinte, em um
contexto no qual o desenvolvimento de uma analise geométrica intrinseca
pode ser executado, contudo os matematicos que legitimaram tais nume-
ros a partir de suas representagoes nao conseguiram as transpor para o
espaco tridimensional.

E nesse contexto que Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) sur-
giu como sendo o matematico que encontrou a solugao desse problema
que tanto assolou os matematicos. Durante suas tentativas em resolver o
problema, Hamilton mudou varias vezes sua perspectiva geométrica para
a algébrica. Fol entdo que ele decidiu concentrar sua analise ndo nas pro-
priedades algébricas, mas sim na natureza geométrica da multiplicagao no
plano, representada por vetores. (Dorier, 2000).

Nesse sentido, Hamilton percebeu que era mais conveniente o uso de
quadruplas ao invés de ternas para que o calculo geométrico tridimensio-
nal fosse possivel, além disso, ele percebeu que o produto entre as quadru-
plas nao poderia gozar da comutatividade, uma vez que as rotacdes nao
comutam. Assim, tendo em vista seus resultados, em 1844 Hamilton pu-
blicou os primeiros elementos do que chamou de “Teoria dos Quatérnios’.
Os Quatérnios de Hamilton tiveram uma grande repercussio no meio
matematico uma vez que eles quebravam a intocavel lei da comutatividade
para a multiplicagao, fato este que se tornou o marco inicial do estudo de
novas algebras. (Dorier, 1995b).

Segundo Dias (2022, p. 72), nesse sentido, novos avangos s6 emergem
com a descoberta das geometrias nao euclidianas e com o desenvolvimen-
to das geometrias projetiva e algébrica novas geometrias, baseadas nos
métodos analiticos e na teotria dos determinantes e matrizes, encontram-se
os gérmens das primeiras nogoes de uma teoria unificada de linearidade, e
assim, da Algebra Linear como campo de pesquisa.
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Em 1844, Hermann Grassmann deu o primeiro passo rumo a uma
teoria unificada da linearidade por meio da publica¢do da sua Die Lineale
Ausdehnungslehre que, segundo ele, fazia parte de uma teoria ainda mais
geral chamada Die Ausdehnungslehre. Em sua publicacio, ele conseguiu
definir e provar a maioria das propriedades elementares dos Espacos Ve-
toriais de dimensao finita (Dorier 1995b; 2000).

Na obra de Grassmann encontra-se no fato de nela conter bases per-
tinentes para uma teoria unificada da linearidade, uma vez que seu autor
introduziu com precisio e em um contexto generalizado conceitos ele-
mentares da Algebra Linear, como Dependéncia Linear, Base e Dimensio.

Segundo Dias (2022, p. 73), é possivel observar na obra de Grassmann
um grau de complexidade elevado advindo principalmente de suas bases
filosoficas, ademais, ele nao apresentava definicdes precisas, mas sim con-
ceitos que emergiam de diferentes perspectivas ¢ que eram validados a
partir de seus pressupostos filoséficos e matematicos, ligados geralmente
a realidade fisica do espaco.

Caire (2020, p. 80), também nos evidencia uma definicao de dependén-
cia apresentada no contexto do que Grassmann chamou de magnitudes.
Imergindo sua definicao em um contexto geométrico, com potencial para
ser expandida para um lécus muito mais generalizado.

Taboas (2010), ainda que o conceito de Dependéncia e Independéncia
Linear nao tenham sido criados por Grassmann, em sua obra eles ganha-
ram um formato bem estruturado em termos axiomaticos, além do que,
receberam um contexto numa visao global da matematica.

Um fato interessante, observado em Dorier (2000, p. 206), consiste
quando Grassmann definiu um sistema de m unidades, ou seja, um siste-
ma de m magnitudes lineares independentes, como o sistema de todas as
combinagodes lineares das unidades, pois ele define adi¢do, subtra¢ao, mul-
tiplicacao e divisao por um nimero, e ainda institui uma lista de proprie-
dades fundamentais que essas operagdes deveriam satisfazer, e das quais
todas as leis algébricas eram decorrentes.
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Embora o termo vetor tenha sido proposto pela primeira vez por Ha-
milton em 1875, a ideia de vetor como um segmento orientado esteve
presente em trabalhos de outros matematicos, dentre os quais, o de Grass-
mann. Os sistemas de Hamilton e de Grassmann competiram pela in-
fluéncia no meio académico por um tempo. O primeiro alcangou sucesso
entre os matematicos no perfodo de 1840 e 1870, entretanto, de 1870 e
1890 as publicagoes do segundo ganharam destaque e passaram a influen-
ciar outros matematicos. (Baroni, 2009),

Dentre esses matematicos, Giuseppe Peano (1858 — 1932) foi um dos
primeiros a chamar a atengao ao trabalho de Grassmann no decurso de seus
estudos envolvendo vetores. De acordo com Moore (1995), Peano trabalhou
com as nogoes de vetores de trés maneiras distintas ao longo de sua vida.

A primeira maneira foi em 1887 na forma de n-uplas, na qual ele defi-
niu adi¢ao e multiplicagdo escalar pela operagao correspondente em cada
coordenada. A segunda maneira foi tratada por Peano em 1888 na forma
de um segmento de linha orientado, ou seja, como a diferenca B — A de
dois pontos A e B. A terceira maneira, também em 1888, foi o que ele
chamou de sistemas lineares, os quais eram essencialmente o que conside-
ramos como Espacgos Vetoriais sobre o conjunto dos numeros reais. (Dias,
2022). Estas abordagens sao tratadas em seu livro Calcolo geométrico se-
condo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann publicado em 1888 e que,
segundo Peano, objetivam realizar uma discussao sobre o Calculo Geomé-
trico idealizado por Leibniz e desenvolvido Grassmann. Mais precisamen-
te ele teve o proposito de deixar mais claro e acessivel aos matematicos da
época a abordagem de Grassmann a partir de uma releitura (Moore, 1995).

Ainda para o Moore (1995, p. 268), o capitulo final Transformacoes de
Sistemas Lineares ¢ o de maior interesse, pois ¢ neste capitulo que Peano
apresentou a defini¢ao do que ele nomeou por Sistema Linear, o que em
sua esséncia configura como um Espaco Vetorial sobre os numeros reais.
Uma abordagem axiomatica também foi utilizada para definir conceitos
subjacentes aos Espacos Vetoriais, entre os quais, os conceitos de Inde-
pendéncia e Dependéncia Linear.
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Caire (2020, p. 96), ao estudar a obra de Peano, explicita de que forma
a defini¢do dos conceitos em foco fora apresentada por ele, contudo, res-
salta de antemao que Peano usou a palavra ‘ente’ para se referir a um vetor
e a palavra ‘grupo’ para tratar de base.

Estes aspectos concernentes ao amadurecimento e consolidagao da
Algebra Linear como campo disciplinar académico, no inicio do século
XX, niao foram, nem poderiam ser finalizados nesta se¢ao. Sendo que,
complementagdes mais bem detalhadas e discutidas de maneira mais den-
sa, podem ser encontradas em Dias (2022), referéncia de base para nossa
argumentacio, sobre aspectos da histéria da Algebra Linear, neste artigo.

Atividades para uso em sala de aula: propor e exemplificar

Na sequéncia, nesta se¢ao, apresentamos atividades didaticas elabora-
das com o objetivo de promover uma compreensao dos conceitos de In-
dependéncia e Dependéncia Linear como uma relacdo entre vetores, em
diversos contextos ou representacdes que esses vetores estejam, seja como
n-uplas, equagdes lineares, matrizes ou segmentos orientados. Assim, es-
tudar a dependéncia entre vetores se faz essencial para o entendimento do
carater unificador e generalizante da Algebra Linear, assim como, da im-
portancia das linguagens formal e axiomatica emergentes da constitui¢ao
histérica da referida disciplina.

Antes de discutirmos as atividades elaboradas, ¢ importante que reto-
memos o conceito de Combinagido Linear, uma vez que os conceitos de In-
dependéncia e Dependéncia Linear estao diretamente relacionados a este.

De um modo geral, uma Combina¢io Linear consiste em uma expressao
matematica formada pela soma dos produtos entre objetos matematicos,
os vetores {Vy, 17, ... U, } € numeros reais, os escalares {ay, @y, ..., @, }, isto
¢, a expressio matemitica, da forma: V1. @1 + V. + -+ vy
onde, os vetores {Vy,Vy, ...V, } podem ser: n-uplas numéricas, polino-
mios, matrizes, fun¢des ou segmentos orientados, entre outros objetos
matematicos, constando em diferentes representacdes, conforme ¢ possi-
vel observar nas atividades apresentadas a seguir.
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Observamos que utilizamos em nossa apresentagao as notagdes em
acordo com a forma presente em livros de Algebra Linear, utilizados
atualmente nos cursos de licenciatura.

Neste primeiro momento, buscamos uma ordem elementar de apre-
sentag¢do, partindo de uma escolha de exemplos que coadunem com o
desenvolvimento histérico dos conteudos a0 mesmo tempo que produ-
zam uma ordem em escalas de dificuldades e sequéncia na apresentagao
dos conceitos. Oportunamente, frisamos que tais exemplificagdes, podem
ser estruturadas, nos moldes do proposto em Mendes (2015) e Brandem-
berg (2018), partindo de um texto sintetizado do desenvolvimento histori-
co-epistemoldgico do contetdo, ou mesmo de aplicagoes.

ATIVIDADE 01: Tendo em vista os vetores u=(1,2) e v=(2,4) e a Com-
binacdo Linear dada por «(1,2)+5(2,4), com o,fER, resolva-a ado-

tando:
a) a=1,0=3
Resolucao:
1. (1,2)+3.(2,4)=(1,2)+(6,12)=(7,14)
b) «=-2, =5
) a=-4,p=2
d) «=0, =0
e) a=-1,p=0

ATIVIDADE 02: Considerando os vetores #=(1,1,2),0=(2,3,1) e w=(3,4,3),
determinar valores o,f,yER, para os quais a combinacio linear
a(1,1,2)+4(2,3,1)+7(3,4,3) seja igual ao vetor nulo do R’

ATIVIDADE 03: Classifique as Equacdes Lineates do sistema {8x-3y=2
5x+2y=9 , em Linearmente Independentes ou Linearmente Depen-
dentes, utilizando o método de Euler.
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Como observamos, a atividade 01, de forma elementar, apresentam
exemplificacoes de combinagoes lineares de vetores do R% Trazendo no
bojo a apresentagao do conceito de vetor nulo, visando, estender o concei-
to para o R’. A complexidade da escrita da combinagio linear na atividade
02, igualando ao vetor nulo do R’, e realizando as opera¢des de multipli-
cagdao de um vetor por um escalar e, em seguida, executando a adi¢ao de
vetores, nos apresenta, a partir de sua representacao a necessidade de uso
de um novo ente da Algebra Linear, que identificamos como um Sistema
de Equagdes Lineares, o qual, necessita de um processo de resolugio, na
obtencao dos escalares, sendo o mais utilizado, o método de eliminacio de
Gauss-Jordan. Na atividade 03, temos a apresentagao formal do espago das
matrizes M.,

sua linearidade. A resolu¢ao. Segue na linha do proposto por Euler

e de uma classificagido em um sistema de equagdes, quanto a

Nossa ideia inicial ¢ tratar com oito atividades de cada tipo, em um to-
tal de 24 atividades, que julgamos o minimo necessario para uma possivel
consolidacao na apresentagao destes conteudos.

Consideragoes

Nos ultimos vinte anos, como vimos, as pesquisas brasileiras desenvol-
vidas sob a égide do campo da Educa¢io Matemitica, e com relagao aos
processos de ensino e de aprendizagem em Algebra Linear, tém evidencia-
do que cada vez mais os alunos tém apresentado fragilidades conceituais
no que diz respeito a conteudos elementares, dentre os quais, em Indepen-
déncia e Dependéncia Linear.

No visualizado nessas investigagdes, as dificuldades dos estudantes
estao, inicialmente, no reconhecer as relagoes de “dependéncia” em ou-
tros objetos matematicos, diferente das tradicionais n-uplas, tais como,
equagdes lineares, matrizes, polinomios e segmentos orientados. Inferi-
mos, entdo, que a natureza dessas dificuldades reside nas abordagens em
linguagens formal e axiomatica, ¢ no formato abstrato, com o qual tais
conteudos sio tratados.

Entretanto, o processo de constituicio histérica da Algebra Linear
enquanto campo disciplinar nos evidencia que as linguagens formal e
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axiomatica emergiram como aspectos essenciais para a sua consolidagao
enquanto ideia unificadora e generalizante, e ainda hoje essas linguagens
figuram elementos chave para o bom entendimento da disciplina em toda
a sua completude, mas a0 mesmo tempo em seus aspectos mais singulares.

Nesse sentido, defendemos que inserir aspectos histéricos dos concei-
tos de Independéncia e Dependéncia Linear em cursos de Algebra Linear
pode conduzir o estudante a uma compreensao conceitual com significa-
do das nogdes de linearidade, assim como a valorizar as linguagens neces-
sarias ao ensino da Algebra Linear. Desse modo, trouxemos aqui, na for-
ma de atividades didaticas, exploraces dos aspectos observados durante
o processo de constituicao historica dos conceitos de Independéncia e
Dependéncia Linear.

Reiteramos que, ao seguir esse caminho metodolégico, ndo descarta-
mos a importancia e a necessidade do conhecimento da definicao de Inde-
pendéncia e Dependéncia Linear, bem como do procedimento usual para
a sua verificagdo. Pelo contrario, entendemos que as situagdes didaticas,
revestidas de aspectos historicos, agregam significado e significancia para
potencializar essas expertises.

Com relagao as atividades a serem trabalhadas e ampliadas; na qualida-
de de pesquisadores dos processos de ensino e de aprendizagem dos con-
ceitos de Independéncia e Dependéncia Linear, balizados pela Historia da
Matematica, esperamos que estas possam servir como uma fonte, inicial,
de recursos para professores e estudantes, que anseiam por uma com-
preensao efetiva dos conceitos em estudo e que elucidem a importancia e
as necessidades dos alunos em transitar por diferentes representagoes de
um mesmo objeto matematico, e do uso da linguagem formal (e axiomati-
ca) para a validar conjecturas as quais ele mesmo tenha chegado, por meio
de procedimentos proprios de investigagao.
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